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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


^ Сборником «Польские математические олимпиады» 
издательство «Мир» продолжает серию «Задачи и олим- 
пиады». Как и в предыдущих книгах этой серии 4 , чита- 
тель найдет здесь большое количество задач (всего их 
около двухсот), снабженных подробными решениями. 
Эти задачи предлагались в 1949 — 1976 гг. на различных 
этапах математических олимпиад, проводимых ежегод- 
но в Польской Народной Республике для учащихся 
средних школ и профессиональных училищ. 

В течение двадцати лет Главный комитет математи- 
ческой олимпиады возглавлял профессор Стефан Стра- 
шевич — один из авторов этой книги. Многие победители 
олимпиад ныне — видные ученые, имена которых хо- 
рошо известны как в самой Польше, так и за ее преде- 
лами. К их числу принадлежат профессор Александр 
Пелчинский, профессор Анджей Шинцель и доцент Ежи 
Бровкин, чьи имена советский читатель также найдет на 
титульном листе этой книги и которые были в числе 
победителей I, II и III олимпиад соответственно. По- 
дробнее об истории польских математических олимпиад 
и об их организационной структуре рассказано в преди- 
словии А. Пелчинского ц А. Шинцеля, написанном спе- 
циально для русского издания. Оно заменило преди- 
словие Я. Ремпалы, рассчитанное на польского чита- 
теля. (В оригинале обязанности авторов распределены 
следующим образом: Я. Ремпале принадлежит предисло- 
вие, С. Страшевичу — решения задач 1 — 120, Е. Бровки- 
ну — решения задач 121 — 150.) 


1 Тригг Ч. Задачи с изюминкой. М., «Мир», 1975; Кюршак Й. 
и др. Венгерские математические олимпиады. М., «Мир», 1976; Из- 
бранные задачи. М., «Мир», 1977. 
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Сравнивая задачи настоящего сборника с задачами 
других математических олимпиад (например, всесоюз- 
ных, московских, венгерских), можно отметить их не- 
сколько большую традиционность. Любителей экзотики 
это, быть может, слегка разочарует, но зато, несомнен- 
но, привлечет тех, кто ценит в математике сдержанность 
и строгость формы, добротность содержания и даже 
некоторую суховатость. Решения задач написаны обсто- 
ятельно и подробно, так что не было нужды, как в 
предыдущих книгах серии, дополнять их пространным 
комментарием. Если отвлечься от собственно «олимпий- 
ских» забот (оргкомитеты всегда интересуются задача- 
ми), то эта книга мне представляется хорошим под- 
спорьем для учителей, организующих математические 
факультативы, и для их вдумчивых учеников. 

Книга содержит задачи первых двадцати пяти олим- 
пиад. Большая часть задач относится к третьему туру 1 ; 
после XX олимпиады это становится правилом. Для 
настоящего издания авторы любезно прислали еще и за- 
дачи третьего тура последующих двух олимпиад. Кроме 
того, в приложении мы даем примеры задач первых двух 
туров 1970—1976 гг., заимствуя их из сборников, изда- 
ваемых ежегодно Главным комитетом 2 . 

Пользуюсь случаем, чтобы поблагодарить авторов 
книги, авторов предисловия и Главный комитет поль- 
ской математической олимпиады, проявивших добрую 
волю и готовность к сотрудничеству. Их благожелатель- 
ная помощь несомненно способствовала улучшению 
книги. 

Наконец, хочется сказать несколько слов и о всей 
серии «Задачи и олимпиады». С тех пор как увидела 

* К первым турам относятся задачи 4, 7, 9, 16, 22, 23, 25, 31, 37, 
43, 44, 61; ко вторым — 1, 2, 13, 26, 34, 46, 55, 58, 67, 73, 85, 91, 95, 
97, 103, 105, 109, ПО, 112. Номер олимпиады можно вычислить по 
формуле [(номер задачи — 1):6]+1 (квадратными скобками обо- 
значена целая часть числа) . Н. Я. Виленкин обратил мое внимание 
на то, что в аналогичную формулу, приведенную в предисловии к 
«Венгерским математическим олимпиадам», вкралась неточность, 
из-за чего в некоторых случаях получается неверный результат. Пра- 
вильное выражение получается, если в написанной выше формуле 
заменить 6 на 3. Полный свод задач всех туров I— XX олимпиад 
можно найти в книге 8. ЗІгазгехѵісх „2 асіапіа г оіігаріасі таіета- 
іісгпусЬ” (іі. I— IV, ХѴагзгаѵа, К2\Ѵ5, 1956—1972). 

2 XXII— XXVI оіітріаба таіешаіусгпа, \Ѵагз 2 а\ѵа, \Уу<1а\ѵпісІ\ѵа 
Згкоіпе і Ресіа^одісгпе, 1970 — 1976. 
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свет и мгновенно разошлась ее первая книга, я имел 
возможность убедиться в том, что «активный решатель 
задач» действительно существует. Всем, кто письменно 
или устно сообщал мне свои замечания по поводу фор- 
мулировок или решений отдельных задач и по составу 
сборников в целом, я выражаю свою искреннюю при- 
знательность. Особенно я хотел бы поблагодарить 
Н. И. Фельдмана и Е. А. Горина, к чьей дружеской 
помощи неоднократно прибегал. 

Предостережение самым молодым читателям — тем, 
кто еще учится в школе или год-два назад окончил ее: 
в геометрических задачах и их решениях сохранены 
традиционные, «адамаровские», обозначения и термино- 
логия, расходящиеся с тем, что принято в новых школь- 
ных учебниках. 


В. М. Алексеев 


ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 


В Польской Народной Республике математические 
олимпиады проводятся с 1949 г. Их организатором яв- 
ляется Польское математическое общество (ПМО), объ- 
единяющее в своих рядах широкие круги математиков 
страны. Решение о проведении этих олимпиад президи- 
ум ПМО принял по инициативе министра просвещения 
доктора Станислава Скжешевского и председателя ПМО 
профессора Казимира Куратовского. Немалую роль 
здесь сыграл пример математических олимпиад, практи- 
ковавшихся советскими математиками (Москвы и Ле- 
нинграда). 

Организационные формы проведения олимпиад бы- 
ло поручено разработать специальной комиссии ПМО 
под руководством профессора Стефана Страшевича. 
Представленный комиссией проект получил одобрение, 
и Министерство просвещения ПНР издало приказ от 
31 ноября 1949 г., который заложил правовые основы 
олимпиады. Так возникла математическая олимпиада, 
охватившая вскоре всю страну (в этом отношении она 
напоминает венгерские математические олимпиады име- 
ни Этвёша, проводимые с 1894 г.). 

Первым председателем созданного в 1949 г. Главно- 
го комитета математической олимпиады стал профессор 
Стефан Страшевич, а ее первым руководителем — про- 
фессор Казимир Заранкевич. Их заслуги в организации 
польских математических олимпиад трудно переоценить. 
Профессор Страшевич возглавлял Главный комитет на 
протяжении 20 лет. 

Математические олимпиады в ПНР протекают сле- 
дующим образом. В каждом учебном году проводятся 
три тура. Участие в них сугубо добровольное, право на 
него имеют учащиеся средних общеобразовательных 
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школ и профессиональных училищ. Организацией олим- 
пиады занимается Главный комитет математической 
олимпиады, образованный Министерством просвещения 
по предложению Польского математического общества, 
и подчиненные ему окружные комитеты. Главный коми- 
тет отбирает 24 задачи для всех трех туров. Задачи 
эти, как правило, оригинальны, но для первого тура 
иногда используются задачи, уже предлагавшиеся на 
математических олимпиадах в других странах. 

Первый тур математической олимпиады начинается 
с первых дней учебного года и длится три месяца. В на- 
чале каждого месяца учащиеся получают по четыре 
задачи, которые они должны решить дома в течение 
месяца. Эти задачи рассылаются по всем общеобразова- 
тельным и специальным школам. Учащиеся, пожелав- 
шие принять участие в олимпиаде, присылают свои ре- 
шения в ближайший окружной комитет, который обычно 
находится в одном из университетских центров. В обя- 
занности окружных комитетов входит оценка прислан- 
ных решений и отбор авторов лучших решений для уча- 
стия во втором туре. 

Второй тур олимпиады носит характер письменного 
экзамена. Проводится он в течение двух дней одновре- 
менно во всех тех учебных заведениях, где размещаются 
окружные комитеты. Ежедневно учащимся предлагают 
в течение пяти часов решить по три задачи. Окружные 
комитеты оценивают работы участников второго тура, и 
на этом основании Главный комитет составляет окон- 
чательные списки допущенных к третьему туру. 

Третий тур проводится в Варшаве, число задач и 
время, отводимое для их решения, такие же, как и во 
втором туре, но характер задач значительно усложняет- 
ся. Работы участников третьего тура оценивает Главный 
комитет. Авторы лучших решений награждаются дипло- 
мами победителей. Из их числа составляется националь- 
ная команда для участия в международных олимпиадах. 
Кроме того, Главный комитет присуждает поощритель- 
ные награды тем участникам третьего тура, которые, 
хотя и не решили всех задач, но предложили какие-то 
оригинальные решения. 

Удачное выступление на математической олимпиаде 
дает ее участникам определенные преимущества при по- 
ступлении в вузы. Так, учащиеся, допущенные к третьему 


9 


туру, зачисляются на математические факультеты выс- 
ших учебных заведений без вступительных экзаме- 
нов. Победители олимпиады принимаются также без 
вступительных экзаменов на математические, физиче- 
ские, химические и технические факультеты. 

В заключение приведем некоторые статистические 
данные. За 25 лет существования математической олим- 
пиады в ней приняли участие 36 544 человека, из них 
15% составили учащиеся профессиональных училищ. 
Почти каждый четвертый участник первого тура бывал 
допущен ко второму туру, почти каждый четвертый 
участник второго тура выходил в финал, а каждый пя- 
тый участник третьего тура был удостоен награды. 

Из победителей первых десяти олимпиад 19 человек 
стали профессорами и 26 — доцентами математики и 
других точных наук. 

А. Пе Ачинский 
А. Шинцель 


ЗАДАЧИ 


ѵ 0і«(* 
- <> • 


Олимпиада 1949 — 1950 гг. 

1. Доказать, что если числа а, Ь, с положительны и 
аЬс — 1, то 


а + 6 + с> 3. 

2. Решить в целых числах уравнение 

у 3 — х 3 — 91. 

3. Доказать, что если натуральное число п больше 4 
и не простое, то произведение последовательных нату- 
ральных чисел от 1 до п — 1 делится на п. 

4 . На окружности выбраны точки А, В и С. 

Доказать, что основания перпендикуляров, опущен- 
ных из произвольной точки М окружности на прямые 
АВ, ВС и СЛ, лежат на одной прямой. 

5. Доказать, что если две высоты тетраэдра 
пересекаются, то пересекаются и две другие его 
высоты. 

Высотами тетраэдра мы называем здесь прямые, 
проведенные через его вершины перпендикулярно про- 
тиволежащим граням. 

6. Ключом, отверстие которого имеет в сечении фор- 
му правильного шестиугольника со стороной а, тре- 
буется открутить гайку, имеющую в сечении форму 
квадрата со стороной Ь. 

Какому условию должны удовлетворять длины от- 
резков а и Ь, чтобы это можно было сделать? 


И 


Олимпиада 1950—1951 гг. 

7. Какому условию должны удовлетворять коэффици- 
енты квадратных трехчленов 

х 2 + тх + п и х 2 + рх + <7, 

для того чтобы между корнями каждого из них был 
заключен корень другого? 

Здесь т, п, р, ^ — действительные числа. 

8. Какие цифры следует вписать вместо нулей, стоя- 
щих на третьем и пятом месте в числе 3 000 003, чтобы 
получить число, делящееся на 13? 


9. Доказать, что если сумма положительных чисел а, 
Ь, с равна 1, то 

±+ » + ± >9 . 

а Ь 1 с ^ 


10. Балка длиной а подвешена горизонтально за 
концы на двух параллельных тросах одинаковой дли- 
ны Ь. Повернем балку на угол <р вокруг вертикальной 
оси, проходящей через середину балки. На сколько под- 
нимется при этом балка? 


11. В окружность вписан четырехугольник АВСО. 
Прямые АВ и СО пересекаются в точке Е, прямые АО 
и ВС — в точке Р. Биссектриса угла АЕС пересекает сто- 
рону ВС в точке М и сторону АО в точке N. а биссектри- 
са угла ВРО пересекает сторону АВ в точке Р и сторону 
СД в точке 0. 

Доказать, что четырехугольник МРЫС} — ромб. 

12. Даны окружность и отрезок МАЛ 

Найти на окружности точку С, такую, чтобы тре- 
угольник АВС, где А и В — точки пересечения с окруж- 
ностью прямых МС и NС, был подобен треугольнику 
МЫС. 

Олимпиада 1951 — 1952 гг. 

13. Выяснить, каким необходимым и достаточным 
условиям должны удовлетворять действительные чис- 
ла а, Ь, с для того, чтобы уравнение 

А' 3 + ах 2 + Ьх -{- с — 0 
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имело три вещественных корня, образующих арифмети- 
ческую прогрессию. 

14 . Доказать, что если углы А, В, С треугольника 
удовлетворяют соотношению 

сов 3 А + соз ЗВ + соз ЗС = 1 , 
то один из углов равен 120°. 

15. Доказать, что ни при каком натуральном п число 

1 — 2 — }— ... -ф п 


не может заканчиваться ни одной из цифр 2, 4, 7, 9. 


16. Доказать, что если ни один из углов А, В, С, О 
выпуклого четырехугольника АВСБ не является пря- 
мым, то 


в + р 

А В С «8 й 


= с!§ А + В + сід С + сі§ О. 


17. На сторонах ВС, С А, АВ треугольника АВС точ 
ки М, Ы, Р выбраны так, что 

ВМ _ СN _ АР _ , 

МС ЛМ РВ~ К ' 


где к — заданное число больше 1, и проведены отрезки 
АМ, ВЫ, СР. 

Вычислить площадь треугольника, образованного 
прямыми АМ, ВЫ, СР, если площадь 5 треугольника 
АВС известна. 


18. В круглой башне, внутренний диаметр которой 
равен 2 м, находится винтовая лестница высотой 6 м. 
Высота каждой ступени составляет 0,15 м. На виде свер- 
ху соседние ступени винтовой лестницы образуют цент- 
ральный угол в 18°. Внутренние края ступеней прикреп- 
лены к круглому столбу диаметром 0,64 м, ось которого 
совпадает с осью башни. 

Найти наибольшую длину прямолинейного стержня, 
который можно пронести снизу наверх по такой лестни- 
це (толщиной стержня и ступеней пренебречь). 
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Олимпиада 1952—1953 гг. 

19. Доказать, что если п — натуральное число, то 

(V 2 — 1 )” = д/ т — У т — 1 . 

20. Из пункта О по прямолинейному шоссе отправил- 
ся в рейс автомобиль, едущий с постоянной скоростью ѵ. 
Велосипедист, который находится в точке, отстоящей на 
расстоянии а от пункта О и на расстоянии Ъ от шоссе, 
хочет передать водителю автомобиля письмо. 

С какой минимальной скоростью должен ехать ве- 
лосипедист, чтобы осуществить свое намерение? 

21. Какому алгебраическому соотношению должны 
удовлетворять углы а, р и у для того, чтобы выполня- 
лось равенство 

а + *& Р + V == *& а ід Р V? 

22. Доказать, что если плоская фигура имеет две и 
только две оси симметрии, то эти оси взаимно перпен- 
дикулярны. 

23. Даны две скрещивающиеся прямые т и п. На 
прямой т отложен отрезок АВ заданной длины а, а на 
прямой п — отрезок СД заданной длины Ь. 

Доказать, что объем тетраэдра ЛВСД не зависит от 
положения отрезков АВ и СД на прямых т и п. 

24. Найти геометрическое место центров прямоуголь- 
ников, вершины которого принадлежат периметру дан- 
ного треугольника. 

Олимпиада 1953 — 1954 гг. 

25. Вычислить х 13 -{- 1/х і3 , если х + 1/х — а, где а — 
заданное число. 

26. Доказать, что если х іг х 2 , . . . , х п — углы, заклю- 
ченные между 0° и 180°, и « — произвольное натураль- 
ное число, большее 1, то 

ЗІП (ЛГ! + лг 2 + ... + х п ) < ЗІП ЛГі + 5ІПЛГ 2 + ... +5ІПЛ:„. 
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27. Найти значения х, удовлетворяющие неравенству 

л/ х — л/ х — а> 2, 
где а — положительное число. 

28. Однородный круглый диск подвешен в горизон- 
тальном положении на шнурке, прикрепленном к центру 
диска О. В трех различных точках А, В, С на краю дис- 
ка, не нарушив его равновесия, поместили грузики 
Ри Рь Рз- 

Вычислить углы АОВ, ВОС и СОА. 

29. Доказать, что если в тетраэдре АВСО противо- 
положные ребра попарно равны (то есть АВ — СО, 
АС = ВИ, АБ-ВС), то прямые, проходящие через 
середины противоположных ребер, взаимно перпендику- 
лярны и служат осями симметрии тетраэдра. 

30. По внутренней стороне обруча радиуса 2 г ка- 
тится без скольжения кружок радиуса г. 

Какую линию описывает точка, произвольно выбран- 
ная на границе кружка? 

Олимпиада 1954 — 1955 гг. 

31. Представить многочлен х і + х 3 + х 2 + х + 1 в ви- 
де разности квадратов двух многочленов неодинаковых 
степеней с вещественными коэффициентами. 

32. Каким условиям должны удовлетворять вещест- 
венные числа а, Ь и с для того, чтобы уравнение 

х 3 + ах 2 + Ъх + с — 0 (1) 

имело три различных вещественных корня, образующих 
геометрическую прогрессию? 

33. Доказать, что среди семи натуральных чисел, об- 
разующих арифметическую прогрессию с разностью 30, 
одно и только одно число делится на 7. 

34. Внутри треугольника АВС задана точка Р. 

Найти на периметре треугольника АВС такую точку 

О, чтобы ломаная АРС} делила треугольник на две 
равновеликие по площади части. 
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35. На плоскости задана прямая т и точки А, В, ле- 
жащие по разные стороны от нее. 

Найти на прямой т такую точку М, чтобы разность 
расстояний от нее до точек Л и В была наибольшей. 

36. Через точки А н В проведены скрещивающиеся 
прямые п и т, перпендикулярные прямой АВ. На пря- 
мой т выбрана точка С, не совпадающая с точкой В, а 
на прямой п — точка Д не совпадающая с точкой А. 

Вычислить радиус сферы, проходящей через точки 
А, В, С, Д если известны длины отрезков АВ = Л х 
СО — I и угол ер между прямыми тип. 

Олимпиада 1955 — 1956 гг. 

37. Доказать, что из отрезков длиной а, Ь, с тре- 
угольник можно построить в том и только том случае, 
если 

а 2 6 2 + й 2 с 2 + с 2 а 2 > у (а 4 + 6 4 с 4 ). (1) 

88. Доказать, что если для некоторых чисел а, Ь, с 

а ^ Ь ^ с а + Ь + с ' 
то при любом нечетном натуральном числе п 

а п Ь п с п а" + Ь п + с п ^ 

39. Доказать, что если натуральные числа а, Ь, с 
удовлетворяют соотношению 

о 2 + & 2 = с 2 , (1) 

то а) по крайней мере одно из чисел а и Ь делится на 3; 

б) по крайней мере одно из чисел а и Ь делится на 4; 

в) по крайней мере одно из чисел а, Ь, с делится на 5. 

40. На прямой заданы три различные точки М, Д Н. 
Построить прямоугольный треугольник, у которого 

середина гипотенузы совпадает с точкой М, точка пере- 
сечения гипотенузы с биссектрисой прямого угла совпа- 
дает с точкой О и основание высоты, опущенной на ги- 
потенузу, совпадает с точкой Н. 


16 


41. Доказать, что любой многоугольник с перимет- 
ром, равным 2а, можно накрыть кружком диаметром а. 

42. Дана сфера радиуса і? и плоскость ос, не имею- 
щая со сферой общих точек. По плоскости а движется 
точка 5 — вершина конуса, касающегося сферы вдоль 
окружности с центром в точке С. 

Найти геометрическое место точек С. 

Олимпиада 1956 — 1957 гг. 

43. Найти четырехзначное число, у которого две пер- 
вые цифры, так же как и две последние, одинаковы, а 
само число совпадает с квадратом целого числа. 

44. Доказать, что если х,_у, г и_Ух + У у +У^ — 
рациональные числа, то Ух, У у , -у/ г— также ра- 
циональные числа. 

45. Доказать, что если квадратный трехчлен 
ах 2 + Ьх -{■ с принимает целые значения при любом це- 
лом значении переменного х, то 2а, а + Ь и-д — целые 
числа, и наоборот. 

46. Доказать, что если существует окружность, каса- 
ющаяся сторон выпуклого четырехугольника (вписанная 
окружность), и окружность, касающаяся продолжений 
всех его сторон (так называемая дописанная окруж- 
ность), то диагонали такого четырехугольника взаимно 
перпендикулярны. 

47. Через середину 5 отрезка МЫ, концы которого 
лежат на боковых сторонах равнобедренного треуголь- 
ника, проведена прямая, параллельная основанию тре- 
угольника и пересекающая боковые стороны в точках 
К и I. 

Доказать, что ортогональная проекция отрезка МЫ, 
на основание треугольника равна отрезку КЬ. 

48. Даны отрезок АВ и параллельная ему прямая т. 

Пользуясь только линейкой, то есть проводя лишь 

прямые, разделить отрезок АВ на три равные части. 


17 


Олимпиада 1957—1958 гг. 

49 . Доказать, что произведение трех последователь- 
ных натуральных чисел, среднее из которых совпадает 
с кубом натурального числа, делится на 504. 


50. Доказать, что если п — натуральное число боль- 
ше 1, то 


2я , 4я . 6я . 

СОЗ Н С05 Ь СОЗ Н 

Я Я 1 я ' 


. 2яя л 

+ соз = 0. 

1 я 


51 . Доказать, что если к — натуральное число, то при 
любом х 


(1 + *)( 1+* 2 )(1 + л ;<)...( і + х 2 *) = 

= 1 + X + ж 2 + * 3 + ... +х т , 


где т — натуральное число, зависящее от к. Найти ве- 
личину т. 


52. Каждая сторона четырехугольника АВСй разде- 
лена на три равные части. Через точки деления сторон 
АВ и ЛД ближайшие к вершине Л, проведена прямая. 
Аналогичные прямые проведены и через точки деления, 
ближайшие к вершинам В, С, Д 

Доказать, что центр тяжести четырехугольника, об- 
разованного проведенными прямыми, совпадает с цент- 
ром тяжести четырехугольника ЛВСД 


53 . Доказать, что в тетраэдре плоскость, делящая 
пополам любой из его двугранных углов, делит противо- 
лежащее ребро на отрезки, пропорциональные площа- 
дям граней, образующих данный двугранный угол. 

54 . Доказать, что из всех четырехугольников, описан- 
ных вокруг данной окружности, наименьшим перимет- 
ром обладает квадрат. 

Олимпиада 1958 — 1959 гг. 

55 . Дана числовая последовательность 13, 25, 43, ,. 4І 
п - й член которой задается выражением 

а„ = 3 ( п 2 + п) + 7. 
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Доказать, что эта последовательность обладает сле- 
дующими свойствами: 

а) среди любых пяти последовательных ее членов 
ровно один делится на 5; 

б) ни один член последовательности не совпадает с 
кубом целого числа. 

56. Доказать, что для любых вещественных чисел а 
и Ь выполняется неравенство 

а + Ь а 2 + Ь 2 а 3 + Ь 3 ^ а 6 + 6 а 
2 2 ' 2 ^ 2 

57. Доказать, что если квадратное уравнение 

ах 2 + Ьх + с = 0 (а ф 0) 

с целочисленными коэффициентами имеет рациональный 
корень, то по крайней мере одно из чисел а, Ь, с четно. 

58. На плоскости размещено п ^ 3 отрезков так, что 
любые 3 из них имеют общую точку. 

Доказать, что существует точка, принадлежащая 
всем отрезкам. 

59. Из точки О, выбранной внутри равностороннего 
треугольника ЛВС, на стороны ВС, С А, АВ опущены 
перпендикуляры ОМ, ОМ, ОР. 

Доказать, что сумма длин отрезков АР, ВМ, СМ не 
зависит от положения точки О. 

60. Дана четырехугольная пирамида с вершиной 5 
и квадратным основанием АВСй. 

Найти кратчайший путь по поверхности пирамиды, 
который начинается и кончается в вершине и проходит 
через все вершины основания пирамиды. 

Олимпиада 1959 — 1960 гг. 

61. а) Найти необходимое и достаточное условие 
того, чтобы квадратные уравнения 

(х 2 + Р\Х + 9 і = 0 , 

I х 2 + р 2 х + = 0 

имели общий корень. 
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б) Доказать, что если квадратные уравнения (*)’ 
имеют общий корень, но не совпадают друг с другом 
тождественно и рі, </і, р 2 , Ц 2 — рациональные числа, то 
корни этих уравнений рациональны. 

62. Доказать, что если п — целое число больше 4, то 
2" больше п 2 . 

63. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 составлены все воз- 
можные четырехзначные числа, не содержащие повто- 
ряющихся цифр. 

Найти сумму этих чисел. 

64. Через высоту правильного тетраэдра проведена 
плоскость, которая пересекает боковые грани вдоль трех 
прямых, образующих с плоскостью основания тетраэдра 
углы а, р, у. 

Доказать, что 

*е 2 а + іе 2 Р + *е 2 ѵ= 12. 

65. На окружности выбрано 6 различных точек А, В, 
С, И, Е, Р так, что хорда АВ параллельна хорде ОЕ, а 
хорда ОС параллельна хорде АР. 

Доказать, что хорда ВС параллельна хорде ЕР. 

66. На периметре прямоугольника выбрана точка М. 

Найти кратчайший путь, начинающийся и заканчи- 
вающийся в точке М и имеющий общую точку с каждой 
из сторон прямоугольника. 

Олимпиада 1960 — 1961 гг. 

67. Доказать, что ни одно число 2 п , где п — любое 
натуральное число, не представимо в виде суммы двух 
или более последовательных натуральных чисел. 

68. Доказать, что любое натуральное число, не совпа- 
дающее с целой степенью числа 2, представимо в виде 
суммы двух или более последовательных натуральных 
чисел. 

69. Некто написал шесть писем шести различным 
людям и заготовил шесть конвертов с их адресами* 
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Сколькими способами можно вложить письма в кон- 
верты, чтобы ни одно письмо не попало тому лицу, ко- 
торому оно адресовано? 

70. Доказать, что если сечение тетраэдра плоскостью 
имеет форму параллелограмма, то полупериметр этого 
параллелограмма заключен между длинами наимень- 
шего и наибольшего ребер тетраэдра. 

71. Доказать, что если длина любой из сторон тре- 
угольника меньше 1, то площадь треугольника меньше 
ѴЗ/4. 

72. Четыре прямые, пересекаясь в шести точках, об- 
разуют четыре треугольника. 

Доказать, что описанные окружности этих треуголь- 
ников имеют общую точку, 


Олимпиада 1961 — 1962 гг. 

73. Найти трехзначное число, обладающее тем свой- 
ством, что число, записанное теми же цифрами в той же 
последовательности, но в некоторой другой системе 
счисления с основанием, отличным от 10, вдвое больше 
исходного числа. 


74. Сколькими способами множество, состоящее из 
п предметов, можно разделить на 2 множества? 


75. Доказать, что если п — натуральное число боль- 
ше 2, то 


п+1 п _ 

Ѵд + 1 < -\/ П . 


76. Внутри данного выпуклого четырехугольника 
найти такую точку, чтобы отрезки прямых, соединяющие 
ее с серединами сторон четырехугольника, делили четы- 
рехугольник на четыре равновеликие по площади части. 


77. Какому условию должны удовлетворять углы 
треугольника АВС для того, чтобы биссектриса угла А, 
медиана, проведенная из вершины В, и высота, опущен- 
ная из вершины С, пересекались в одной точке? 
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78. Любые две из трех заданных прямых а, Ъ, с — 
скрещивающиеся. 

Можно ли построить такой параллелепипед, чтобы 
три его ребра лежали на прямых а, Ь, с? 


Олимпиада 1962 — 1963 гг. 


79. Доказать, что если числа а, Ь, с положительны, то 


а + Ь + с ^ 


а' + ь 4 + С 4 

аЬс 


80. Доказать, что два натуральных числа, все цифры 
которых — единицы, взаимно просты в том и только в 
том случае, если числа их знаков взаимно просты. 


81. Доказать, что многочлен пятой степени 
Р(х) = х 5 - Зх 4 + 6г> — Зг* + 9* — 6 


не представим в виде произведения двух многочленов 
меньших степеней с целочисленными коэффициентами. 

82. Из точки 5 пространства выходят три луча 5Л, 
8В и 8С, ни один из которых не перпендикулярен двум 
остальным. Через каждый луч проведена плоскость, пер- 
пендикулярная плоскости, содержащей два других луча. 

Доказать, что все три проведенные плоскости пере- 
секаются по одной прямой А. 

83. В пространстве заданы четыре различные точки 
А , В, С, И. 

Доказать, что три отрезка, соединяющие середины 
отрезков А В и СИ , АС и ВБ, /Ш и ВС, имеют общую 
точку, совпадающую с их серединой. 

84. Из данного треугольника вырезать прямоуголь- 
ник наибольшей площади. 

Олимпиада 1963 — 1964 гг. 

85. Доказать, что если три простых числа образуют 
арифметическую прогрессию, разность которой не де- 
лится на 6, то наименьшее из этих чисел равно 3. 
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86. Доказать, что неравенство 


з 


<•^<3 

іе« 


не выполняется ни при каком значении а. 

87. Доказать, что если а\ < а 2 <. ... < а п и Ьі <С 
<Ь 2 < ... < Ь п (п ^ 2) , то 

(«1 + а 2 + ... + а п ) (Ь\ + Ьо + ... + Ь п ) < 

< п (аф , + а 2 Ь 2 + . . . + аА)- 

88. На плоскости выбраны 5 точек, из которых ника- 
кие 3 не лежат на одной прямой. 

Доказать, что четыре из них расположены в верши- 
нах выпуклого четырехугольника. 

89. Ребра АВ, ВС, СИ, ИА тетраэдра АВСЭ ка- 
саются некоторой сферы. 

Доказать, что точки касания лежат в одной пло- 
скости. } 

90. Дана пирамида 5ЛВСВ, основание которой имеет 
форму выпуклого четырехугольника ЛВСО с взаимно 
перпендикулярными диагоналями ЛС и ВО. Основание 
перпендикуляра, опущенного из вершины 5 на основание 
пирамиды, совпадает с точкой О пересечения диагоналей 
АС и ВО. 

Доказать, что основания перпендикуляров, опущен- 
ных из точки О на боковые грани пирамиды, лежат на 
одной окружности. 

Олимпиада 1964 — 1965 гг. 

91. Найти все простые числа р, для которых 4 р 2 + I 

и 6 р 2 1 — также простые числа. 

92. Доказать, что если Хі и х 2 — корни уравнения 
х 2 А - рх — 1—0, где р — нечетное число, то при любом 
целом п ^ 0 числа лф + х% и лф +1 + х" +| — целые и вза- 
имно простые. 
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93. Доказать, что если целые числа а и Ь удовлетво- 
ряют соотношению 

2а 2 + а = 36 2 + Ь, 

то а — Ь и 2а -{- 2Ь + 1 — квадраты целых чисел* 

94. Доказать следующее утверждение: замкнутая пя- 
тизвенная ломаная, у которой никакие три вершины не 
лежат на одной прямой, может иметь одну, две, три или 
пять точек самопересечения, но не может иметь четыре 
точки самопересечения. 

95. Доказать, что квадрат можно разделить на любое 
число квадратов больше 5, но нельзя разделить ровно 
на 5 квадратов. 

96. На окружности выбрано п > 2 точек. Каждая 
точка соединена отрезком прямой с каждой из осталь- 
ных точек. 

Можно ли начертить все эти отрезки одним росчер- 
ком пера так, чтобы конец первого отрезка совпал с на- 
чалом второго, конец второго отрезка — с началом тре- 
тьего, конец третьего отрезка — с началом четвертого и 
так далее, а конец последнего отрезка совпал с началом 
первого? 

Олимпиада 1965 — 1966 гг. 

97. Доказать, что если два кубических многочлена с 
целочисленными коэффициентами имеют общий ирра- 
циональный корень, то они имеют еще один общий 
корень. 

98. Решить в целых числах уравнение 

х 4 + 4у 4 = 2(г 4 -\-4и 4 ). 

99. Доказать, что если неотрицательные числа х\, 
Хъ, .... х п ( п — любое натуральное число) удовлетво- 
ряют неравенству 

*і4~*2 + ••• 

ТО 

(1 - X,) (1 — х 2 ) ... (1 - Х п ) > у. 
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100. Доказать, что сумма квадратов площадей орто- 
гональных проекций граней прямоугольного параллеле- 
пипеда на одну и ту же плоскость не зависит от положе- 
ния этой плоскости в том и только в том случае, если 
прямоугольный параллелепипед имеет форму куба. 

101. Дан выпуклый шестиугольник АВСБЕЕ, кото- 
рый каждая из диагоналей АБ, ВЕ, СЕ делит на две 
равновеликие по площади части. 

Доказать, что диагонали АБ, ВЕ, СЕ проходят через 
одну и ту же точку. 

102. На плоскости произвольно выбраны 6 точек. 

Доказать, что отношение наибольшего из отрезков, 

попарно соединяющих эти точки, к наименьшему больше 
или равно -\/3 • 


Олимпиада 1966 — 1967 гг. 

103. Числа, образующие конечный набор а и а 2 , ... 
, . . , а п (п^З) удовлетворяют соотношениям а, = а п = 
= 0 и а/г-і + а*+і ^ 2а* при к — 2,3, ..., п — 1. 

Доказать, что среди чисел а ь а 2 а п нет положи- 

тельных. 

104. В зале находятся 100 человек, каждый из кото- 
рых знаком по крайней мере с 66 из 99 остальных при- 
сутствующих. 

Доказать, что может представиться случай, когда 
двое из любых четверых присутствующих в зале не бу- 
дут знакомы друг с другом. (Мы предполагаем, что все 
знакомства обоюдны: если А знаком с В, то В знаком 
с Л.) 

105. На плоскости один вне другого расположены два 
треугольника. 

Доказать, что существует прямая, проходящая через 
две вершины одного треугольника и отделяющая третью 
вершину этого треугольника от всех вершин другого 
треугольника (иначе говоря, третья вершина первого 
треугольника и весь второй треугольник лежат по раз- 
ные стороны от этой прямой). 
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106. В зале находятся 100 человек, каждый из кото- 
рых знаком по крайней мере с 67 из остальных при- 
сутствующих. 

Доказать, что в зале непременно найдутся четыре 
человека, из которых любые два знакомы друг с другом. 
(Как и в задаче 104, мы предполагаем, что если А зна- 
ком с В, то В знаком с А.) 

107. Точки А, В, С, В, Е расположены в пространстве 
так, что 

ЛВ = ВС = СВ = ВЕ = ЕЛ, (1) 

Д ЛВС = ^ ВСВ = А СВЕ = ^ ВЕЛ = г. БАБ. (2) 

Доказать, что точки Л, В, С, В, Е лежат в одной пло- 
скости. 

108. Доказать, что если многоугольник с нечетным 
числом сторон вписан в окружность и все его углы 
равны, то такой многоугольник правильный. 

Олимпиада 1967 — 1968 гг. 

109. Доказать, что многочлен относительно перемен- 
ной х с целочисленными коэффициентами, принимаю- 
щий при трех различных целых х значения, равные по 
абсолютной величине 1, не имеет целочисленных корней. 

ПО. Доказать, что если за круглым столом сидят по 
крайней мере 5 человек, то их можно пересадить так, 
чтобы у каждого из сидящих оказались по два новых 
соседа. 

111. Дано натуральное число п > 2. Построить та- 
кой набор из п попарно различных чисел а ь а„, 

чтобы множество сумм 

а ь + а, (і — 1 , 2, . . . , п; / = 1 , 2, . . . , п\ і ф /) 

содержало как можно меньше различных чисел, а также 
построить набор из п чисел Ь\, Ь 2 , ..., Ь„, чтобы множе- 
ство сумм 

Ьі Ь/ {і = 1 , 2, . . . , п\ / = 1 , 2, . . . , п\ і ф /) 
содержало как можно больше различных чисел. 
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,112. На плоскости выбрали п ^ 3 точек, не лежащих 
на одной прямой. Проведя прямые через каждые две из 
этих точек, получили к прямых. 

Доказать, что к~^ п. 

113. На плоскости расположены п точек (п ^4), из 
которых любые четыре служат вершинами выпуклого 
четырехугольника. 

Доказать, что все эти точки совпадают с вершинами 
некоторого выпуклого многоугольника. 

114. Дано множество п> 3 точек на плоскости, из 
которых никакие три не лежат на одной прямой, и нату- 
ральное число к < п. 

Доказать следующие утверждения: 

1) если к^.п/2, то каждую точку заданного множе- 
ства можно соединить отрезками прямых по крайней 
мере с к другими точками множества так, что среди про- 
веденных отрезков прямых не будет трех сторон одного 
и того же треугольника; 

2) если к > л/2 и каждая точка заданного множе- 
ства соединена отрезками прямых с к другими точками 
множества, то среди проведенных отрезков прямых най- 
дутся три стороны одного и того же треугольника. 


Олимпиада 1968 — 1969 гг. 

115. Доказать, что если вещественные числа а, Ь, с 
удовлетворяют условию 

а , Ь , с 


. _і — о 

т + 2 _г /п+1~/и ’ 

где т — положительное число, то уравнение 
ах 2 + Ъх + с — О 

имеет корень, заключенный между 0 и 1. 


( 1 ) 

( 2 ) 


116. Даны попарно различные вещественные числа 

йі, Яг, .... а п . 

Найти наименьшее значение функции, определенной 
для геК выражением 

у = \х — а 1 \+\х — а 2 \+ ... +\х — а п \. 
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117. Доказать, что если натуральные числа а, Ь, р, 
< 7 , г, 5 удовлетворяют условиям 

дг — рз=1, (1) 


то 


^ 6 ^ в ' 




( 2 ) 


118. Доказать, что если некоторая фигура имеет в 
пространстве ровно п осей симметрии, то число п не- 
четно. 


119. Доказать, что восьмиугольник, все углы кото- 
рого равны, а длины сторон выражаются рациональными 
числами, обладает центром симметрии. 


120. При каких значениях п существует многогран- 
ник, имеющий п ребер? 


Олимпиада 1969—1970 гг. 

121. Диаметр АВ делит окружность на две полуок- 
ружности. На одной полуокружности п точек Р ь Р 2 , . . , 
. . . , Р п выбраны так, что точка Р\ лежит между А и Р 2 , 
точка Р 2 лежит между Р\ и Р 3 , . . . , точка Р п лежит 
между Рп- 1 и В. 

Как следует выбрать точку С на другой полуокруж- 
ности, чтобы сумма площадей треугольников СР^Р 2 , 
СР 2 Р 3 , СР3Р4, . . . , СР п -\Рп была наибольшей? 

122. Даны три бесконечные последовательности 

&[ у сі 2 , • • • і 

Ьи Ъ 2 , .... 

Си с 2 , . . . , 

элементами которых служат натуральные числа, причем 
при і ф ] 

йі ф а], Ьі ф Ь /, с; ф Су. 

Доказать, что существуют два индекса к, I, для кото- 
рых справедливы неравенства к <. I и Ьь<Ьі, 

с к Си 
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123. Доказать, что п~> I — простое число в том и 

только в том случае, если для каждого натурального 
к, удовлетворяющего неравенству 1, бино- 

миальный коэффициент 

/ п \ я! 

V к ) ~ к\ (п — к)\ 

делится на п. 

124. На плоскости выбраны п прямоугольников со 
сторонами, параллельными двум заданным взаимно пер- 
пендикулярным прямым. 

Доказать, что если любые два из выбранных прямо- 
угольников имеют по крайней мере одну общую точку, 
то существует точка, принадлежащая всем прямоуголь- 
никам, 

125. Сколькими способами множество, содержащее 
12 элементов, можно разбить на 6 множеств, каждое из 
которых содержит по 2 элемента? 

126. Найти наименьшее действительное число А, та- 
кое, что для каждого квадратного трехчлена /(*), удов- 
летворяющего условию 

І/(*)І^1 при 

выполняется неравенство /'(0)^Л. 

Олимпиада 1970 — 1971 гг. 

127. Доказать, что если {а п } — бесконечная последо- 
вательность попарно различных натуральных чисел, де- 
сятичная запись которых не содержит цифры 0, то 

оо 

У — <29. 
а п 

п = 1 

128. Биллиардный стол имеет форму треугольника 
с рациональными отношениями внутренних углов. По 
шару, находившемуся в некоторой внутренней точке 
стола, нанесли удар кием. Шар отражается от бортов 
по закону «угол падения равен углу отражения». 

Доказать, что шар может двигаться лишь вдоль ко- 
нечного числа направлений. (Предполагается, что шар 
не попадает в вершины треугольника.) 
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129. Доступ к сейфу имеют 11 членов комиссии. 

Каким наименьшим числом замков следует снабдить 

сейф для того, чтобы при определенном наборе ключей 
любые 6 членов комиссии, собравшись вместе, могли его 
открыть, а любых 5 членов комиссии было бы недоста- 
точно? Указать, каким образом следует распределить 
ключи от сейфа с минимальным числом замков между 
членами комиссии. 

130. Доказать, что если натуральные числа х, у, г 
удовлетворяют уравнению 

х п + у п = г п , 

то тіп(л;, у) ^ п. 

131. Найти наибольшее целое число А, такое, что для 
любой перестановки натуральных чисел, не превышаю- 
щих 100, сумма некоторых 10 последовательных чисел 
больше или равна А. 

132. Дан правильный тетраэдр с ребрами единичной 
длины. 

Доказать следующие утверждения: 

1) на поверхности 5 тетраэдра существуют четыре 
точки, такие, что расстояние от любой точки поверхности 
5 до одной из этих четырех точек не превосходит Ѵг; 

2) на поверхности 5 тетраэдра не существует трех 
точек, обладающих тем же свойством. 

Под расстоянием между двумя точками, лежащими 
на поверхности 5, мы понимаем нижнюю грань длин 
ломаных, проходящих по поверхности 5 и соединяющих 
рассматриваемые точки. 

Олимпиада 1971 — 1972 гг. 

133. Многочлены т{х) = аіХ-\- Ьі (йі, Ь ,• — веществен- 
ные числа; і = 1, 2, 3) удовлетворяют при некотором на- 
туральном п^2 соотношению 

щ (х) п + «2 (х) п = щ (х) п . (1) 

Доказать, что эти многочлены представимы в виде 
щ{х) = Сі(Ах + В), где і— 1, 2, 3 и Л, В, с и с 2 , с 3 — ве- 
щественные числа. 
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134. На плоскости заданы п > 2 точек, из которых 
никакие три не лежат на одной прямой. 

Доказать, что среди замкнутых ломаных, проходящих 
через заданные точки, наименьшую длину имеет простая 
замкнутая ломаная. 

135. Доказать, что существует такой .многочлен Р(х) 
с целочисленными коэффициентами, для которого при 
всех значениях х из интервала [7ю, 9 /іо] выполняется 
неравенство | Р(х) — Ѵ 2 | < ’/юоо- 

136. На прямой, не имеющей общих точек со сферой 
К, заданы точки Л и В. Основание Р перпендикуляра, 
опущенного из центра сферы К на прямую АВ, нахо- 
дится между точками Л и В, причем отрезки АР и ВР 
больше радиуса сферы. Рассмотрим множество 2 тре- 
угольников ЛВС, стороны которых АС и ВС касаются 
сферы К. 

Доказать, что треугольник Т обладает наибольшим 
из всех треугольников множества 2 периметром в том и 
только в том случае, если он обладает наибольшей (по 
сравнению с другими треугольниками из множества 2) 
площадью. 

137. Доказать, что все подмножества конечного мно- 
жества можно расположить в таком порядке, при кото- 
ром любые два соседних множества отличаются одним 
элементом. 

138. Доказать, что при п, стремящемся к бесконеч- 
ности, сумма цифр числа 1972" неограниченно возра- 
стает, 

Олимпиада 1972 — 1973 гг. 

139. Доказать, что любой многочлен можно предста- 
вить в виде разности двух монотонно возрастающих 
многочленов. 

140. Пусть р п — вероятность того, что в последова- 
тельности п бросаний монета 100 раз подряд выпадет 
орлом вверх. 

Доказать, что последовательность чисел р п сходится, 
и вычислить ее предел. 
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141. Многогранник Ѵ7 обладает следующими свой- 
ствами: 

а) у него имеется центр симметрии; 

б) сечение многогранника ѴУ плоскостью, проходя- 
щей через центр симметрии и любое ребро, имеет вид 
параллелограмма; 

в) существует вершина многогранника Ѵ7, принадле- 
жащая ровно трем ребрам. 

Доказать, что \Ѵ — параллелепипед. 

142. На прямой задана система отрезков, общая 
длина которых меньше 1. 

Доказать, что любое множество, состоящее из п при- 
надлежащих прямой точек, можно сдвинуть вдоль пря- 
мой на вектор, длина которого не превышает п/ 2, так, 
чтобы ни одна из сдвинутых точек не принадлежала ни 
одному из заданных отрезков. 

143. Доказать, что любую положительную правиль- 
ную дробь т/п можно представить в виде суммы вели- 
чин, обратных попарно различным натуральным числам. 

144. Доказать, что для любого многоугольника, обла- 
дающего центром симметрии, существует не более 
одного эллипса наименьшей площади, содержащего дан- 
ный многоугольник. 

Олимпиада 1973—1974 гг. 

145. В тетраэдре АВСй ребро АВ перпендикулярно 
ребру СО и /.АСВ = /.АйВ. 

Доказать, что плоскость, определяемая ребром АВ и 
серединой ребра СО, перпендикулярна ребру СО. 

146. Лососям, плывущим по горной реке, необходимо 
преодолеть два водопада. Вероятность того, что лосось 
преодолеет в данной попытке первый водопад, состав- 
ляет р > 0, вероятность того, что лосось преодолеет в 
данной попытке второй водопад, составляет р > 0. Пред- 
полагается, что попытки преодолеть водопады неза- 
висимы. 

Вычислить вероятность того, что лосось за п попы- 
ток не преодолеет первый водопад, при условии, что 
за п попыток он не преодолеет оба водопада. 
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147. Пусть г — натуральное число. 

Доказать, что квадратный трехчлен х 2 — гх — 1 не 
является делителем ни одного многочлена р (х) Ф О с це- 
лочисленными коэффициентами, которые по абсолютной 
величине меньше г. 

148. Доказать, что для любого натурального числа п 
и последовательности вещественных чисел а ь а 2 , ..., а„ 
существует натуральное число к, для которого выпол- 
няется неравенство 

к п 

Т сц — Т а-і < Птах | а* |. 

і = 1 і=к+1 1 

149. Доказать, что если натуральные числа п, г удов- 
летворяют неравенству г + 3 ^ п, то биномиальные 

коэффициенты (“), (ДД. (Д 2 ). (Д 3 ) 

не являются последовательными членами ни одной ариф- 
метической прогрессии. 

150. Выпуклый «-угольник разделен диагоналями на 
треугольники так, что: 

1) из каждой вершины выходит четное число диаго- 
налей; 

2) никакие две диагонали не имеют внутренних об- 
щих точек. 

Доказать, что число п делится на 3. 

Олимпиада 1974 — 1975 гг. 

151. Последовательность вещественных чисел {аД 
(к — 1, 2, ,,.) обладает следующим свойством; 

существует натуральное число п, такое, что 

^1 + «2 + • • • + = 0 
и 

а п +к = а к при к= 1,2 

Доказать, что существует натуральное N. для кото- 
рого при к — 0 , 1 , 2, ... выполняется неравенство 

Ы+к 

Та 5 ^ 0 . 


2 Зак. 933 
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152 На поверхности правильного тетраэдра с длиной 
реоер I выбрано конечное множество отрезков так, что 
любые две вершины тетраэдра можно соединить лома- 
ной состоящей из принадлежащих множеству отрезков. 

Можно ли выбрать это множество отрезков так, что- 
бы их общая длина была меньше 1 + д/ІГ? 

153. Найти наименьшее положительное число а, для 
которого существует такое положительное число р,’ что- 
бы для 0 ^ х 5^ 1 выполнялось неравенство 


Уі + * + Уі— х<2 — 

р 


Для найденного значения а определить наименьшее 
положительное число р, удовлетворяющее этому нера- 
венству. к 

154. В десятичной записи некоторого натурального 
числа встречаются цифры 1, 3, 7 и 9. 

Доказать, что, переставив цифры, можно получить 
десятичную запись числа, делящегося на 7. 

155. Доказать, что вокруг треугольника, один из 
внутренних углов которого равен а, окружность радиу- 
сом можно описать, а окружность радиусом г можно 
вписать в него в том и только в том случае, если 



156. На отрезке 0 < л: < 1 заданы функции 3(х) = 
— 1 ~ х > Т(х)= '/ 2 х. Существует ли функция вида 


/ = °^ 2 ° ... 0 8п> 


где п некоторое натуральное число, а «множители» 
8ь при к=1, 2, п равны либо $(*), либо Т(х), та- 
кая, что 
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157 . Выяснить, рационально ли число 

я . Зя . 5я . 7л . 9я .. 

«к, , 51П -Т8 5Ш І8 8Ш Т8 5Ш І8 51П Т8 ? 

158 . Даны такие четыре последовательности веще- 
ственных чисел { а п }, {Ь„}, {с п }, {сіп}, что при любом п 

С1п + 1 == ^ п “Ь ^п+1 “Ь С п , 

С/і + 1 == с п д п , д п +\ д п й п . 

Доказать, что если при некоторых к^ 1, т ^ 1 вы- 
полняются соотношения а к + т — а т , Ь к + т — Ь т , с к +т — 
= С т , СІк+т = йт, ТО й 2 = Ь 2 = С 2 = й 2 = 0. 

159 . Доказать, что для любого тетраэдра произве- 
дения длин противоположных ребер могут быть дли- 
нами сторон некоторого треугольника. 

160 . Диагонали некоторого плоского четырехуголь- 
ника, последовательные стороны которого имеют длины 
а , Ь, с, д, перпендикулярны. 

Доказать, что диагонали любого другого плоского че- 
тырехугольника, последовательные стороны которого 
имеют те же длины а, Ь, с, й, также перпендикулярны. 

161 . Некое судно занимается ловлей рыбы в терри- 
ториальных водах иностранного государства, не имея 
иа то соответствующего разрешения. Каждый заброс 
сетей приносит нарушителям улов одной и той же по- 
стоянной стоимости. Вероятность задержания судна по- 
граничной охраной при очередном забросе сетей равна 
\/к, где к — некоторое фиксированное натуральное число. 
Предполагается, что событие, состоящее в задержании 
или незадержании судна при очередном забросе сетей, 
не зависит от предшествующего хода лова. При задер- 
жании судна пограничной охраной вся пойманная ранее 
рыба конфискуется и дальнейший лов становится не- 
возможным. Капитан намеревается уйти из территори- 
альных вод после п- го заброса сетей. Поскольку возмож- 
ность задержания судна пограничной охраной отнюдь 
не исключена, прибыль от лова рыбы представляет собой 
случайную величину. 




2 * 
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Наити число п, при котором ожидаемая величина 
прибыли максимальна. 

162. Возрастающая функция /, заданная на множе- 
стве натуральных чисел, обладает тем свойством, что 
для любой пары натуральных чисел (к, I) 

НЬ-1) = Нк) + /(/). 

Доказать, что существует такое вещественное число 
Р > 1, для которого при п — 1, 2, 3, 

/п = 1одр«. 


аі 


РЕШЕНИЯ 


1. Предположим, что утверждение задачи неверно, 
то есть для некоторых чисел а, Ь, с, удовлетворяющих 
условиям а > О, Ъ >0, с > 0, аЬс = 1, выполняется не- 
равенство 

а -{- Ь -)- с <С 3. 

Умножая обе части этого неравенства на аЬ, полу- 
чаем 

а 2 Ь + аЬ 2 + аЬс < 2>аЬ 

или 

аЬ 2 + (а 2 - За) Ь + 1 < 0. 

Последнее неравенство означает, что квадратичная 
функция 

у = ах 2 + (а 2 — За) х + 1 

л 

в точке х — Ь принимает отрицательное значение. По- 
скольку эта функция положительна при достаточно 
большом по абсолютной величине значении х, то она 
имеет два вещественных корня. Следовательно, ее ди- 
скриминант положителен: 

(а 2 — За) 2 — 4а > 0, 

откуда 

а 3 — 6а 2 + 9а — 4 > 0 

или 

(а — I) 2 (а — 4) > 0. 

Таким образом, а>4 и тем более а'+6-}-с> 4. 

Последнее неравенство противоречит исходному пред- 
положению о том, что а ^ Ь с <. 3. Следовательно, все 
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положительные числа а, Ь, с, произведение которых 
равно 1, удовлетворяют неравенству 

а + 6 + с>3. 

2. Запишем уравнение, приведенное в условиях за- 
дачи, в виде 

(У — х)(у 2 + ху + х 2 )= 13-7. (*) 

Трехчлен у 2 + ху + х 2 при всех х, у принимает неот- 
рицательные значения, поскольку 

у 2 + ху + ж 2 = (у + 1 х) 2 + | -т 2 > 0. 

Следовательно, если целые числа хи у удовлетво- 
ряют уравнению (*), то оба множителя в его левой 
части принимают положительные Целочисленные значе- 
ния. Поскольку правая часть уравнения (*) делится на 
7 и на 13, то и его левая часть должна делиться на 7 и 
на 13. А поскольку 7 и 13 — простые числа, то это воз- 
можно лишь в следующих случаях. 

1) Число у — х делится на 13 и на 7, и в уравнении 
(*) следует положить 

у — х — 91, у 2 -Т ху + х 2 — 1 . 

Эта система уравнений не имеет решений в веще- 
ственных, а тем более в целых числах. 

2) Число у 2 + ху + х 2 делится на 13 и на 7, и в урав- 
нении (*) следует положить 

у — х— 1, у 2 + ху х 2 = 91. 

Эта система уравнений допускает решения: 
х = 5, у = 6; х= — б, у = — 5. 

3) Число у~х делится на 13, а число у 2 + ху -+- х 2 
делится на 7. При таком предположении мы приходим 
к системе уравнений: 

У~х= 13, у 2 + ху + х 2 = 7. 

Эта система уравнений не имеет решений в веще- 
ственных числах. 

4) Число у — х делится на 7, а число у 2 + ху + х 2 
делится на 13. Тогда 

У — х = 7, у 2 + ху + х 2 = 13 
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Решая эту систему уравнений, находим 

*= — 3, у = 4; х=-4, у — 3. 

Таким образом, уравнение (*) допускает следующие 
решенцд в целых числах: 

х = 5, у = 6; х— 6, у — — 5; х= — 3, у = 4; 
х= — 4, у = 3. 

3. Поскольку число п не простое, то существуют на- 
туральные числа р и такие, что 1 <і р < п, 1 < <7 < я 
и н = р • <7 (например, в качестве множителя р можно 
взять наибольший простой делитель числа л). 

Рассмотрим в отдельности два случая. 

Случай 1: рфу. В этом случае р и <7 — два раз- 
личных члена последовательности 1, 2, ..., п — 1. Сле- 
довательно, произведение 1-2- ... • {п — 1) делится на 
п — р- у. 

Случай 2: р = с р Тогда п — р 2 , а поскольку п > 4, 
то р 2 > 4. Но р > 2, р 2 > 2р и, таким образом, 2р < п. 
Числа р и 2 р — два различных члена последовательности 
1, 2, ..., п — 1. Следовательно, произведение 1-2* 

... ■ (п — 1 ) делится на р • 2р — 2л, а значит и на л. 

Примечание. Можно доказать более сильное утвержде- 
ние, а именно доказать, что произведение 1-2 • . . . ■ (п — 3) де- 
лится на п. Для этого прежде всего заметим, что в соотношении 
п = р -р, где р и </ — натуральные числа больше 1, ни одно 
из чисел р и <7 не может превосходить число п — 3. 

Действительно, если бы, например, выполнялось неравен- 
ство р > п — 3, то, поскольку 9^2, мы получили бы, что 
р-<7 > 2(я — 3) и, следовательно, п > 2п — 6 и п< 6. Но по- 
следнее неравенство невозможно, поскольку по предположению 
п > 4 и п ф 5. 

Как и прежде, рассмотрим в отдельности два случая. 

Случай 1: р ф р. Поскольку р п — 3, р ^ п — 3, то р 
и р — два различных члена последовательности натуральных чи- 
сел 1,2,..., п — 3. Следовательно, произведение 1-2- ... • (п — 3) 
делится на п — р-р. 

Случай 2: р = 1 7. В этом случае п = р 2 . Поскольку 
п > 4, то р > 2 и, следовательно, р ^ 3. Отсюда мы получаем, 
что р 2 > 3 р, п ^ 2р + р, п ^ 2р + 3 и, наконец 2р < п — 3- 
Таким образом, р и 2р — два различных члена последователь- 
ности натуральных чисел 1, 2, ..., п — 3. Следовательно, про- 
изведение 1-2- ... • (п — 3) делится на р-2р = 2 п, а значит, и 
на п. 

Заметим также, что произведение 1 • 2 - ... - (« — 4) не де- 
лится на п при п = 6 и п = 9. 
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4. Пусть Р, С), Р основания перпендикуляров опу- 
шенных из точки М на прямые ВС, СА, АВ. 

Если точка М совпадает с одной из точек А, В, С, то 
с той же точкой совпадают и две из точек Р, (), р’ Ясно, 
что в этом случае утверждение задачи верно. 

Пусть точка М лежит внутри одного из вписанных в 
окружность углов с вершинами в точках А, В, С, напри- 
мер внутри угла ВАС. Четырехугольник АВМС вписан 
в окружность, и поэтому /АВМ + /АСМ = 180°. 

Если углы АВМ и АСМ прямые, то утверждение за- 
дачи верно, поскольку в этом случае точка Р совпадает 
с точкой В, а точка () — с точкой С, в силу чего точки 
Р, <2, Р лежат на прямой ВС. 

Остается рассмотреть случай, когда один из углов, 
например /.АВМ, тупой, а другой (/АСМ) острый. 
Точка Р в этом случае лежит на продолжении отрезка 
АВ за точку В, точка <2 может лежать либо на отрезке 
СА, либо на продолжении отрезка СА за точку А. Рас- 
смотрим каждую из этих возможностей в отдельности, 







а) Пусть точка <2 лежит на отрезке АС (рис, 1), 
Тогда точка Р лежит на отрезке ВС. Это следует из 
того, что в треугольнике ВМС углы при вершинах В и С 
острые. Действительно, /МВС = /МАС, поскольку 
оба угла вписанные и опираются на одну и ту же дугу 
окружности, а /МАС — острый угол прямоугольного 
треугольника МАС). Угол МСВ острый как часть острого 
\іла АСМ. Следовательно, основание Р высоты тре- 
угольника ВМС, опущенной из вершины М, лежит на 
стороне ВС, противолежащей вершине М. 
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Чтобы доказать, что точки Р, О, Р лежат на одной 
прямой, достаточно доказать равенство углов РРВ и 
ОРС. 

Точки М, В, Р, Р лежат на одной окружности, по- 
скольку углы МРВ и МРВ прямые, при этом точки Р 
и М расположены по одну сторону от прямой РВ, в силу 
чего /РРВ = /РМВ. 

Аналогично точки М, Р, О, С лежат на одной окруж- 
ности, поскольку углы МРС и МОС прямые, при этом 
точки Р и М расположены по одну сторону от прямой 
ОС, поэтому /ОРС = /ОМС. 

Но углы РМВ и ОМС равны, поскольку 

/ р к мв = 90°- / МВР = 90° - (180° - МВА ) = 

= /. МВА - 90°, 

/ ОМС = 90° — ^ мсо = 90° — / МСА = 

= 90° - (180° - / МВА) = / МВА - 90°. 

Итак, Г /РРВ = /ОРС и точки Р, О, Р лежат на 
одной прямой. 



б) Пусть точка О лежит на продолжении отрезка СА 
(рис. 2). В этом случае точка Р лежит на продолжении 
отрезка СВ за точку В, поскольку угол МВС тупой. Это 
следует из того, что /.МВС = /МАС, а угол МАС ту- 
пой как прилегающий к острому углу МАО. Принад- 
лежность точек Р, О, Р одной прямой мы докажем, 
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убедившись в том, что углы ЯРВ и <2РС в сумме дают 
развернутый угол. 

Действительно, рассуждения, аналогичные тем, ко- 
торые были проведены в случае (а), позволяют утверж- 
дать, что ^ЯРВ = 180° - Л ям В, поскольку точкй М, 
Я, Р, В лежат на одной окружности, причем точки М и 
Р расположены по разные стороны от прямой ЯВ Затем 

М 2яМВ= Ка Ітс ЧТ ° ^ РС=/ -® МС и > наконец, что 

Таким образом, /_ ЯРВ = 180° — /ІС^РС, откуда сле- 
дует, что точки Р, <2, Я лежат на одной прямой. Эта 
прямая называется прямой Симсона 1 треугольника ЛВС 
относительно точки М. 


о. Пусть АМ и ВУѴ — высоты тетраэдра ЛВСВ 
(рис. 3), пересекающиеся в точке 5; высота Л5 перпен- 
дикулярна плоскости ВСВ, высота В8 перпендикулярна 
плоскости ЛСВ. 


А 



Рис. 3. 


Плоскость АВ8, проходящая через прямые А8 и ВЗ 
перпендикулярные плоскостям ВСВ и ЛСВ, перпенди- 
кулярна этим плоскостям и, следовательно’ линии их 
пересечения, то есть прямой СВ. 

Следовательно^ прямая СВ перпендикулярна любой 
прямой, лежащей в плоскости ЛВС, и в частности 
СВ _|_ лв. 


1 Роберт Симеон (1687— 1768)— шотландский математик. 
42 


Отсюда мы заключаем, что через прямую СО можно 
провести плоскость, перпендикулярную прямой АВ. Дей- 
ствительно, если СР — высота треугольника АВС 
(рис. 4), то, поскольку СРА-АР , СО 1 АВ, плоскость 
СБР перпендикулярна прямой АВ. 


а 



Следовательно, высоты СК А- РБ и ДА_1_РА тре- 
угольника СБР служат одновременно высотами тетра- 
эдра. 

Действительно, СКАЗАВ (поскольку прямая СК ле- 
жит в плоскости СБР) и СКАиРО, в силу чего прямая 
СК перпендикулярна плоскости АВБ. Аналогичным об- 
разом заключаем, что прямая ДА перпендикулярна пло- 
скости АВС. 

Высоты СК и БЬ тетраэдра как высоты треугольника 
пересекаются, что и требовалось доказать. 

Примечание. На рис. 3 и 4 изображен случай, когда дву- 
гранные углы тетраэдра при ребрах АВ и СО острые. Приведенные 
выше рассуждения не зависят от этого частного предположения. 

6. Открутить гайку можно в том и только в том слу- 
чае, если выполняются следующие два условия: 

1) гайка (квадрат О) входит в отверстие (правиль- 
ный шестиугольник 5) ключа; 

2) при повороте ключ «захватывает» гайку, что про- 
исходит, если наибольшее расстояние между двумя точ- 
ками гайки, то есть длина диагонали квадрата С, боль- 
ше «наименьшей ширины» отверстия ключа, то есть 
расстояния между противоположными сторонами шести- 
угольника 5. 

Эти условия необходимо представить в виде зависи- 
мостей между а и Ь. 
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Пусть Ьо - сторона наибольшего квадрата, который 
можно поместить в шестиугольник 5. 

Тогда условие (1) можно записать в виде нера- 
венства 

а условие (2) — в виде неравенства 

Ь V 2 > а V 3, или 6>ад/|, 

поскольку расстояние между противоположными сторо- 
нам^ правильного шестиугольника со стороной а равно 
ял/3. 

Объединяя оба неравенства, получаем условие 

а д/| < Ь < Ь 0 . (*) 

Необходимо вычислить величину Ьо в зависимости 
от а. 

Для этого докажем, что наибольший квадрат, поме- 
щающийся в шестиугольнике 5, равен квадрату АВСО 
(рис. 5), стороны которого соответственно параллельны 



двум осям симметрии шестиугольника 5, а вершины 
лежат на сторонах шестиугольника. 

Пусть <Э произвольный квадрат, помещающийся в 
шестиугольнике 5. Требуется доказать, что квадрат О 
не больше квадрата АВСй. 


44 


Возможны следующие два случая. 

Случай 1. Центр квадрата <3 совпадает с центром 
О шестиугольника. Диагонали квадрата <3 лежат на 
взаимно перпендикулярных прямых МР и УѴ/?, делящих 
шестиугольник на 4 части. Некоторые из этих частей 
содержат целиком стороны шестиугольника 5, поскольку 
прямые МР и N7? могут пересекать не более четырех 
из шести его сторон. 

Пусть, например, угол МОЫ содержит сторону КВ 
шестиугольника 5. Не ограничивая общности, можно 
предположить, что сторона АВ квадрата АВСй парал- 
лельна (как на рис. 5) стороне КВ шестиугольника 
(в противном случае квадрат АВСО можно повернуть 
на соответствующий угол). В этом случае отрезки ОМ, 
ОіѴ либо совпадают с отрезками ОА, ОВ и тогда ОМ — 
= ОА, либо один из отрезков, например ОМ, лежит (как 
на рис. 5) вне угла АОВ и тогда ОМ<.ОА. В обоих 
случаях ОМ ^ ОА. 

Кроме того, диагональ квадрата 0 не больше отрезка 
РМ — 2 ОМ. По доказанному выше РМ ^ 20 А, или 
РМ^ЛС. Следовательно, квадрат 0 не больше квад- 
рата АВСО. 

Случай 2. Центр квадрата 0 находится в точке Т, 
не совпадающей с центром О шестиугольника 5 (рис. 6), 



Рис. 6. 


Подвергнув квадрат (2 параллельному переносу на 

вектор ТО, получим квадрат (2і, равный квадрату <3, с 
центром в точке О. Нетрудно доказать, что квадрат <3і ле- 
жит в шестиугольнике 5. Действительно, пусть К — про- 
извольная точка квадрата О, В — точка, симметричная 
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точке К относ ітелыго центра Т, а М — точка, сим- 
метричная точке I относительно центра О (рис. 6). 
Точка Т принадлежит квадрату и, следовательно, ше- 
стиугольнику 5, в силу чего точка М также принадлежит 
шестиугольнику 5. Поскольку шестиугольник 5 — выпук- 
лая фигура, то середина К\ отрезка КМ, соединяющего 
две точки шестиугольника 5, также принадлежит ше- 
стиугольнику 5. Но ККі — ТО. Следовательно, точка 
Кі — образ точки К при произведенном нами параллель- 
ном переносе. Таким образом, образ С?! квадрата С? при- 
надлежит шестиугольнику 5, а поскольку, как доказано 
выше, квадрат не больше квадрата АВСО, то и квад- 
рат <2 также не больше квадрата АВСО, что и требова- 
лось доказать. 

Из доказанного выше следует, что длина отрезка Ьо 
в неравенстве (*) равна длине стороны квадрата 
АВСО. Величину стороны квадрата можно вычислить, 
например, из прямоугольного треугольника ОЕР (рис. 5), 

у которого больший катет ОР равен ~ Ь 0 , меньший ка- 
тет ЕР равен а — \ Ь 0 , а И ОЕР = 60°. 

Поскольку 

~Ъ 0 =(а-±Ь й ) УЗ, 
то 

Ьо = ■ . или 6 0 = (3 — Уз) а. 

Итак, ответ на вопрос задачи гласит: гайку можно от- 
крутить ключом в том и только в том случае, если а и Ь 
удовлетворяют условию 

^<6<(3-Уз)а. 

7. Пусть х\, х 2 — корни квадратного трехчлена 
х 2 + гпх + п, а х 3 , Хц — корни квадратного трехчлена 
х 2 + Р х + <]■ 

Предположим, что пары корней разделяют друг 
друга, то есть х\, х 2 , х 3 , х 4 — вещественные числа, и одно 
из чисел х г , х 4 лежит внутри интервала (х и х 2 ), а дру- 
гое — вне этого интервала. 
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Тогда возможен один из двух случаев: либо разности 
*з — х\, х 3 — х 2 имеют одинаковые знаки, а разности 
х 4 — х и Х4 — Х2 имеют противоположные знаки, либо 
наоборот. В обоих случаях 

(х 3 — хО (х 3 — х 2 ) (х 4 — х,) (х 4 — х 2 ) < 0. (1) 

Поскольку х\ + х 2 = — т, Х\Х 2 = п, то 
(х э - х,) (х 3 - х 2 ) = х 2 - (х, + х 2 ) х 3 + х,х 2 =х 2 + тх 3 + п, 

(Щ - Х х) ( Х 4 ~ Х 2 ) = Х 4 - ( Х 1 + Х %) х 4 + Х \ Х 2 = Х 4 + тХ 4 + П 

и неравенство (1) можно преобразовать к виду 

(хІ + тх 3 + п)(хІ + тх 4 + п) < 0. (2) 

Раскрывая скобки в левой части неравенства (2) и 
учитывая, что 

ѵ 4- х. — — р, х .х. = а и х 2 + х\ — 

= (х 3 + х 4 ) 2 — 2х 3 х 4 = р 2 — 2 ( 7 , 

получаем 

(х 2 + тх 3 + п ) (х 2 + тх 4 + п ) = х^х 2 + тх„х А (х 3 + х 4 ) + 

+ т'’х 3 х 4 + « (х 2 + х 2 ) + тп (х 3 + х 4 ) + п 2 = 

= <7 2 — трс/ + т 2 у + п{р 2 — 2ц) — т/гр + и 2 = 

= (п — ц) 2 + гиг/ (т — р) + яр (р — т) = 

= {п — ц) 2 + (іп — р) {пи 7 — пр). 

Таким образом, неравенство (2) мы преобразовали 
к виду 

(. п — ц) 2 + {т — р) {тс 7 — пр) < 0. ( 3 ) 

Итак, мы доказали утверждение: если корни квадрат- 
ных трехчленов х 2 + тх -(- п и х 2 -(- рх + Ц разделяют 
друг друга, то коэффициенты этих квадратных трехчле- 
нов удовлетворяют условию (3). 

Докажем теперь, что справедливо и обратное утверж- 
дение: если выполнено условие (3), то квадратные трех- 
члены х 2 + тх + п и х 2 + рх + ц имеют вещественные 
корни, причем корни одного трехчлена разделяют корни 
другого трехчлена. 

Доказательство. Подставив в неравенство (3) 
выражения р = — (х 3 + х 4 ), у = х 3 х 4 , . получим 


47 


неравенство (2), которое можно представить в виде 

! ( х з) / (* 4 ) < 0 , (4) 

где і(х) = х 2 + тх + п. 

Предположим, что х 3 и х 4 — невещественные числа, 
з алгебры известно, что если корни квадратного трех- 
члена с вещественными коэффициентами не веществен- 
ны, то они комплексно сопряжены, то есть 

х з = « + Ф, х 4 = а — ф, 

где аир вещественные числа, а і обозначает мнимую 
единицу (і 2 = — 1 ). 3 

Подставив вместо х числа х 3 и х 4 , вычислим значе- 
ния функции І(х): 

I ( х з) ==(<* + /р) 2 + т (а + ф) -ф п == 

= (а 2 — Р 2 + та + п) + і (2а, 3 + тР), 

I ( х і) — (а — ф) 2 + т (а — ф) + п = 

= (а 2 ~ Р 2 + та + п) — і (2ар + пф). 

Мы видим, что если х 3 и х 4 — комплексно сопряжен- 
ные числа, то значения /( х 3 ) и [(х 4 ) — также комплексно 
сопряженные числа. Произведение комплексно сопря- 
женных чисел — вещественное неотрицательное число 
поэтому 

/ (*з) ! ( х д > 0. (5) 

Итак, предположение о том, что корни х 3 и х 4 не ве- 
щественны, приводит к неравенству (5), противореча- 
щему неравенству (4). Следовательно, дг 3 и ^ — веще- 
ственные числа, и из неравенства (4) заключаем, что 
!(х 3 ) и і(х 4 )~ также вещественные числа противополож- 
ных ^ знаков. Но тогда квадратный трехчлен }{х) = 
~х -\~тх-\-п имеет вещественные корни х 4 и х 2 , один 
из которых заключен между числами х 3 и х 4 , а другой 
лежит вне интервала (х 3 , х 4 ), что и требовалось до- 
кззять. 


8. Обозначив цифры, которые требуется найти, через 
х и у, запишем число 30лг0г/03 в виде 

N = 3 • 10® -ф я • 10 4 + г/ • ІО 2 + 3, 
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Нам необходимо найти такие целые числа х и у, что- 
бы число N делилось на 13 и выполнялись неравенства 

0<х<9, 0<«/<9. 

Числа ІО 6 , ІО 4 , ІО 2 дают при делении на 13- остатки 
1, 3, 9, поэтому 

3 - Ю 6 = Ш, + 3, 
х. ІО 4 = 13/г 2 + Злг, 

У ' ІО 2 = 13&з + 

где к и кг, к 3 — натуральные числа. Следовательно, чис- 
ло N можно представить в виде 

N = 13/г + 3 + Зх + 9у + 3, 

или 

N = т 3 (х -}- Зу -(- 2), 

где к — натуральное число. 

Число N делится на 13 в том и только в том случае, 
если число х + Зу + 2 делится на 13, то есть если х и у 
удовлетворяют соотношению 

х -)- 3 у 2 = 13т, 

где т — натуральное число. 

Из неравенства х ^ 9, у ^ 9 следует, что 

х + Зг/ + 2<9 + 3- 9 + 2, или х + Зу + 2 < 38, 

поэтому число т должно удовлетворять неравенству 
13т ^ 38, то есть может принимать только значения 1 
или 2: 

1) выбрав т — 1, получим для хи у уравнение 

х + Ъу + 2 = 13, или х = 11 — Зу. 

При ограничениях 0^х^9, 0^г/^9 это уравнение 
имеет три решения в целых числах: 

У~ 1» х = 8; у — 2, х — 5; у — 3, х==2; 

2) при т — 2 получаем уравнение 

х + Зу + 2 = 26, или х = 3 (8 — у), 
допускающее следующие решения в целых числах: 

У — 5, * — 9; у = 6, х = 6; у = 7, х = 3; 

у = 8, х = 0. 
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Таким образом, исходная задача имеет 7 решений, 
которым соответствуют числа 3080103, 3050203, 3020303 
3090503, 3060603, 3030703, 3000803. 


9. Разделив обе части равенства I — а Ь с по 
очереди на а, Ь, с, получим 


— = 1 + — + — , 
а ' а ' а 

— = — + 1 + — 
± = ^- + А + ! 

с с ' с ' ' 


откуда 
1 


т+т+т “ 3 + (т+т) + (т + т) + 

+ (т + т) 

Кроме того, 

а , Ь а 2 + Ь 2 _ г (а — Ь) 2 + 2аЬ (а - Ъ) 2 


(*) 


— + — = 
Ь ^ а 


аЬ 


аЬ 


аЬ 


2 . 


Следовательно, 

■у + ~^2 и аналогично — + — ^2, 

о а с о ^ а с 

что позволяет преобразовать неравенство (*) к виду 
Ѵ + І + Т> 3 + 2 + 2 + 2, или ± + -1 + Л >9 . 

Примечание. Можно спросить, в каких случаях (при 
предположениях, принятых в условиях задачи) достигается ра- 
венство 


то есть при каких значениях а, Ъ, с , дающих в сумме 1, сумма 
обратных величин достигает своего наименьшего значения, рав- 
ного 9. 

Ответ на этот вопрос нетрудно получить из приведенного 
выше доказательства. Равенство (**) достигается в том случае, 
если слагаемые, стоящие в правой части равенства (*), прини- 
мают наименьшие значения, то есть если 



Ь_ 

а 




2 , 
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с 

а 


т 


или, что то же, при 


а=6==с = 1 . 


10 . 'Изобразив рассматриваемую фигуру при помощи 
параллельного косоугольного проектирования на плоско^ 
сти, проходящей через балку в ее начальном положении 
АВ и через точки подвеса М и Ы, получим рис. 7 или 
рис. 8, где АВ = а, АМ — ВУѴ = Ъ, /СА = А.В = 90°. 

Пусть 5 — середина балки. После поворота на угол ф 
вокруг вертикальной оси, проходящей через точку 5, 
балка занимает положение СО. Середина отрезка СО — 
точка Т — принадлежит плоскости проекции. 

Положение проекции точки С зависит от направле- 
ния пучка параллельных прямых, при помощи которых 
производилось проектирование. За проекцию точки С 
можно принять любую точку С', например ту, которая 
изображена на рис. 7 или на рис. 8. Проекция О' точ- 
ки О симметрична точке С' относительно точки Т. 




Вычислить длину отрезка 8Т — х (высоту подъема 
балки) несложно. Проведем отрезок ТК, параллельный 
и равный отрезку 5Л. Тогда 

х = АК = АМ- КМ. 

Но АМ — Ь, а отрезок КМ служит катетом прямо- 
угольного треугольника КМС с гипотенузой МС = АМ 
и другим катетом КС. Отрезок КС можно рассматри- 
вать как основание равнобедренного треугольника КТ С, 
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в котором ТК = ТС = ^ АВ — ~ а, ККТС = ф. Следо- 
вательно, 

/СС = авіп-|-, КМ — л^Ъ 2 — а 2 зіп 2 -|- , 
откуда окончательно получаем 

х — Ъ~ Ь 2 — а 2 5Іп 2 ^ . 

Если Ъ < а, то угол ф поворота балки не может 
быть больше угла ф 0 , определяемого выражением 

5іп-|г = -^-> где фо <180°. 

При ф = фо балка поднимается на высоту х = Ъ. При 
дальнейшем увеличении угла ф тросы, на которых под- 
вешена балка, рвутся. 

Если Ъ ^5 а, то наибольшее значение угла ф равно 
180°. При ф = 180° тросы, на которых подвешена балка, 
перекрещиваются, если Ь > а, и налегают один на дру- 
гой, если Ъ = а. 

В приведенном выше решении речь шла о вычисле- 
нии высоты, на которую поднимается балка при поворо- 
те на угол ф вокруг вертикальной оси, проходящей через 
середину балки. Изображение при параллельном косо- 
угольном проектировании понадобилось нам лишь как 
иллюстрация к проводимым выкладкам. Если же мы 
хотим, чтобы рисунок давал графическое решение зада- 
чи, то есть позволял при заданных длинах отрезков 
а и Ъ и заданном угле ф получать длину отрезка 5Т, то 
проекцию необходимо строить иначе, а именно: точку Т, 
положение которой на рис. 7 и 8 было условным, необ- 
ходимо находить из геометрического построения по за- 
данным а, Ь и ф. 

Для этого заметим, что в прямоугольном треуголь- 
нике КМС нам известны гипотенуза МС = МА и ка- 
тет КС, равный основанию равнобедренного треугольни- 
ка КСТ, в котором ТК=ТС=~а, /_КТС — у. По 

этим данным мы можем построить треугольник и найти 
длины отрезков КМ и 8Т = АМ — КМ. Это построение 
изображено на рис. 9. 
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Прежде всего мы строим треугольник А8Р, в котором 
А8 = 8Р = ^а, АА8Р = у. Затем мы вычерчиваем 

полуокружность диаметром АМ, проводим в ней хор- 
ду АЬ — АР и откладываем на прямой МА отрезок МК, 
равный отрезку МЬ. Точка К расположена на одном 



уровне с точкой Т. Таким образом, искомая высота, на 
которую поднимается балка, равна длине отрезка 
Т8 = КА. 

Проекцию С'О' балки, повернутой на угол <р вокруг 
оси, проходящей через ее середину, мы найдем, выбрав 
произвольно точку С' и построив точку О', симметрич- 
ную точке С' относительно точки Т. 

11. Отвлечемся на время от условия задачи, в кото- 
ром говорится, что точки А, В, С, И лежат на одной 
окружности, и рассмотрим произвольный выпуклый 
четырехугольник ЛЙСО, в котором продолжения сто- 
рон АВ и СО пересекаются в точке Е, а продолжения 
сторон Л О и ВС — в точке Р, 
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Проведем биссектрисы ЕО и ЕО углов Е и Р, а так- 
же отрезок ЕР (рис. 10) и рассмотрим треугольники 
ЕАР, ЕСР, ЕОР, имеющие общее основание ЕР. 

Каждый из углов при основании ЕР в треугольнике 
ЕОР равен среднему арифметическому углов треуголь- 
ников ЕАР и ЕСР при той же вершине. Отсюда следует, 
что и третий угол х треугольника ЕОР равен среднему 
арифметическому углов а и у треугольников ЕАР и ЕСР , 
противолежащих общему основанию ЕР: 

а + ѵ 

х 2 

Предположим теперь, что .четырехугольник АВСИ 
вписан в окружность (рис. 11). Тогда а + у = 180° и из 
предыдущего соотношения следует, что 

х = — ?г^- = 90°. 

Это означает, что диагонали четырехугольника 
МРN^ взаимно перпендикулярны. Но тогда в треуголь- 
нике РЕО биссектриса ЕО угла Е перпендикулярна 
стороне РО. Следовательно, треугольник РЕС} равнобед- 
ренный и точка О совпадает с серединой отрезка Р($. 
Аналогично доказывается, что точка О совпадает с се- 
рединой отрезка МуѴ. 

Четырехугольник МРМС}, диагонали которого взаим- 
но перпендикулярны и делятся в точке пересечения 
пополам, как известно, является ромбом, что и требова- 
лось доказать. 

12. Прежде всего заметим, что если точки М и А ле- 
жат на заданной окружности к, то любая точка С ок- 
ружности, за исключением точек М и А, удовлетворяет 
условиям задачи: точки А и В совпадают в этом случае 
с точками М и А, а треугольник АВС — с треугольником 
МNС. В дальнейшем мы будем предполагать, что по 
крайней мере одна из точек М и А не лежит на окруж- 
ности к. 

Если С — точка, которую требуется найти по услови- 
ям задачи, то для подобных треугольников АВС и МАС, 
имеющих равные углы при вершине С, должны выпол- 
няться либо соотношения (первого рода) 

^А=^М, Е. В = /_ N , (I) 
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либо соотношения (второго рода) 

^А=ЛЫ, ^В=^М. (II) 

Если треугольники АВС и МЫС равнобедренные, та 
соотношения первого и второго рода выполняются одно^ 
временно. 

I. Поиск решений первого рода. В реше- 
ниях первого рода стороны АВ и МЫ треугольников 
АВС и МЫС параллельны, из чего следует, что либо обе 
точки М и Ы лежат на отрезках АС и ВС , либо обе точ- 
ки М и Ы лежат на продолжениях этих отрезков. Таким 
образом, исходная задача может иметь решение первого 
рода в том и только в том случае, если точки М и ЛГ 
лежат либо обе внутри, либо обе снаружи заданной 
окружности, что мы будем предполагать в дальнейшем. 
Если точка С обладает требуемым свойством (рис. 12), 



то треугольники АВС и МЫС гомотетичны относительно 
точки С. При этой гомотетии окружности к, проходящей 
через центр гомотетии С и точки А и В, соответствуем 
окружность /, касательная к окружности к в точке С и 
проходящая через точки М и Ы, прямо гомотетичные 
точкам А и В. 

Таким образом, исходная задача сводится к построе- 
нию окружности /, проходящей через заданные точки М 
и Ы и касательной к заданной окружности к. 

Если окружность I построена, то точка С ее касания 
с заданной окружностью к обладает всеми требуемыми 
свойствами. Действительно, прямые МС и ЫС пересека- 
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ют окружность к, гомотетичную окружности I относи- 
тельно точки С, в точках Л и В, соответствующих точ- 
кам М и N. Треугольники АВС и ЛТУС гомотетичны, 
причем /_А — /_М, а /_В == /.Ы. 

Задача допускает столько решений, сколько сущест- 
вует окружностей, проходящих через точки М и N и 
касательных к окружности к. Отсюда мы заключаем 
(см. примечание к этой задаче), что 

1) если точки М и N лежат обе внутри окружности к 
или если они обе лежат вне окружности к, но прямая 
ММ не касается этой окружности, то исходная задача 
допускает два решения; 

2) если точки М и М лежат вне окружности к, а 
прямая ММ касается этой окружности, то исходная за- 
дача допускает одно решение. 

Примечание. Одна из классических задач геометрии, 
известная как задача Аполлония *, формулируется так: по- 
строить окружность, касательную к трем заданным окружно- 
стям. Если две из данных окружностей имеют радиус, равный 
нулю, то мы приходим к следующему предельному случаю за- 
дачи Аполлония: построить окружность, касательную к заданной 
окружности к и проходящую через две заданные (различные) 
точки М и N. 

Приведем решение этой задачи в предположении, что точ- 
ки М и N лежат либо обе внутри, либо обе вне заданной окруж- 
ности. При любом ином расположении точек М и N относи- 
тельно окружности к решение задачи Аполлония очевидно. 

Предположим, что точки М и N равноудалены от центра О 
окружности к. Тогда окружность, проведенная через точки М, N 
и точку Т окружности к , касается заданной окружности в том 
и только в том случае, если точка Т лежит на прямой в, прохо- 
дящей через середину отрезка МЫ перпендикулярно ему. Сле- 
довательно, искомую точку Т мы получим, построив точку пере- 
сечения прямой з с окружностью к. Задача имеет два решения, 
за исключением того случая, когда прямая МЫ совпадает с ка- 
сательной к окружности к (тогда задача имеет только одно 
решение) . 

Предположим теперь, что точки М и N не равноудалены от 
центра О заданной окружности, и проведем через точки М и N 
вспомогательную окружность I, пересекающую окружность к в 
точках А и В. В рассматриваемом случае прямая АВ пересекае| 
прямую Л1А в некоторой точке 5. Через эту же точку проходит 
радикальная ось окружности к и любой другой окружности, 
проходящей через точки М и Ы, поскольку степени точки 5 
относительно этих окружностей равны. Таким образом, окруж- 
ность, проведенная через точки М и ІѴ, касается окружности к 


1 Аполлоний из Перги (III в. до н. э.) — один из выдающихся 
математиков Древней Греции. 
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в том и только в том случае, если радикальная ось этих окруж- 
ностей, проходящая через точку 5, касается окружности к. Сле- 
довательно, искомая точка Т окружности к лежит на касатель- 
ной к этой окружности, проведенной из точки 5. Задача имеет 
два решения, за исключением того случая, когда прямая МЫ 
совпадает с касательной к окружности к (тогда задача допу- 
скает только одно решение). 

II. Поиск решений второго рода. Предпо- 
ложим, что в треугольниках АВС и МЫС (рис. 13) 

/. А = /. N . энии 

Из подобия треугольников АВС и МЫС следует, что 

СА СВ 

сы ~~ см ’ 

поэтому 

С А - СМ — СВ • СЫ. 

Пусть г 2 — общее значение произведений, стоящих в 
правой и левой части последнего равенства. Тогда при 



инверсии относительно окружности с центром С и ра- 
диусом г точке М соответствует точка А, а точке УѴ— < 
точка В. Таким образом, прямая МЫ при инверсии отно- 
сительно окружности с центром С и радиусом г перехо- 
дит в заданную окружность к. 

Центр инверсии С лежит на оси симметрии фигуры, 
образованной окружностью к и прямой МЫ, то есть на 
перпендикуляре, опущенном из центра О окружности к 
на прямую МЫ. Если этот перпендикуляр пересекает 
окружность к в точке С, не лежащей на прямой МЫ, то 
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эта точка удовлетворяет всем условиям задачи. Дей- 
ствительно, прямая СМ, не будучи перпендикулярной 
прямой СО, пересекает окружность к еще в одной точке, 
а именно в точке А. Аналогичным образом прямая СМ 
имеет с окружностью к, помимо точки С, еще одну общую 
точку В. При инверсии с центром в точке С, отображаю- 
щей точку А в точку М, окружности к соответствует 
прямая, проходящая через точку М и перпендикулярная 
прямой СО, то есть прямая ММ. Но тогда при этой 
инверсии точка В переходит в точку N и, следовательно, 
выполняется равенство 

С А ■ СМ = СВ • СІѴ, 


или, что то же, 

СА СВ 
С N ~~ СМ ’ 

Таким образом, треугольники АВС и МИС подобны 
и /_А = /_М. 

Проведенное построение выполнимо во всех случаях. 
Перпендикуляр, опущенный из точки О на прямую ММ 
пересекает окружность к в двух точках, причем может 
случиться так, что одна из этих точек лежит на прямой 
ММ. Так происходит, когда прямая ЛДѴ совпадает с ка- 
сательной к окружности к. В этом случае задача допус- 
кает одно решение. Если прямая ММ не совпадает с 
касательной к окружности к, то задача имеет два ре- 
шения. 

13. Корни кубического уравнения 

х 3 + ах 2 + Ьх + с — 0 (1) 

образуют арифметическую прогрессию в том и только в 
том случае, если сумма двух из них равна удвоенному 
третьему или если сумма всех трех корней равна утро- 
енному третьему корню. Поскольку сумма всех корней 
уравнения (1) равна — а, то этот третий корень уравне- 
ния равен — Уз а. 

Итак, корни кубического уравнения (1) образуют 
арифметическую прогрессию в том и только в том слу- 
чае, если число — у 3 а удовлетворяет данному уравнению. 

Подставляя в уравнение (1) вместо х число — у я а, 
запишем полученное необходимое и достаточное условие 
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в виде 

(~т а ) 3 + а (~і а ) 2 + Ч~Т а ) + с = 0 ' 

Или после упрощения — в виде 

2а 3 - 9аЬ + 27с = 0. (2) 

Предположим, что коэффициенты а, Ь, с удовлетво- 
ряют соотношению (2), то есть что уравнение (1) имеет 
корень Хі = — Уз а. Мы должны вывести еще необходи- 
мое и достаточное условие, при котором два остальных 
корня х 2 и х 3 уравнения (1) вещественны. 

По теореме Виета 

Хі + х 2 + х 3 = — а, ад + ад + ад = Ь, 

а Х\ = —'Да. Следовательно, 

*2 + *з=— -д-а, ад = Ь — д- а 2 . 

Таким образом, числа х 2 и х 3 удовлетворяют квадрат- 
ному уравнению 

х 2 + -|ах + (й -|а 2 ) = 0. (3) 

Поэтому они вещественны в том и только в том случае, 
если 

А = у а 2 — 4 [ь — а 2 ) > 0, 

или 

а 2 - ЪЬ > 0. (4) 

Итак, необходимыми и достаточными условиями, при 
которых корни кубического уравнения (1) вещественны 
и образуют арифметическую прогрессию, служат соотно- 
шения (2) и (4). 

14 . Утверждение задачи мы докажем, преобразуя 
исходное равенство 

соз 3 А + соз ЗВ + соз ЗС = 1 . (1) 

Рассуждать при этом можно по-разному. 

Например, для того чтобы один из углов А, В, С 
был равен 120°, необходимо и достаточно обращение в 
нуль одной из разностей 1 — соз ЗЛ, 1 — соз ЗВ, 
1 — соз ЗС. В свою очередь одна из этих разностей обра->. 
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шается в нуль в том и только в том случае, если 

(1 - соз ЗЛ) (1 - соз ЗВ) (1 - со5 3 С) = 0. (2) 

Итак, попытаемся доказать, что из равенства (1) 
следует соотношение (2). Для упрощения выкладок про- 
изведем в равенстве (1) подстановку С=180° — (Л+В), 
в силу чего соз ЗС = — соз(ЗЛ -}- ЗВ), и получим 

соз ЗЛ + соз ЗВ - соз (ЗЛ + ЗВ) = 1 (3) 

или 

соз ЗЛ + соз ЗВ — соз ЗЛ соз ЗВ + зіпЗЛзіпЗВ —1=0. (4) 

Поскольку нам необходимо получить соотношение, 
содержащее только косинусы углов, запишем равенство 
,(4) в виде 

зіп ЗЛ зіп ЗВ = (1 — соз ЗЛ) (1 — соз ЗВ) 
и возведем обе части в квадрат: 

зіп 2 ЗЛ зіп 2 ЗВ = (1 — созЗЛ) 2 (1 — соз ЗВ) 2 . 
Преобразуя это соотношение, получаем 
(1 -соз 2 ЗЛ)(1 -соз 2 ЗВ)-(1 -созЗЛ) 2 (1 - соз ЗВ) 2 = 0, 
(1 - соз ЗЛ) (1 - соз ЗВ) [(1 + соз ЗЛ) (1 + соз ЗВ) - 

— (1 — соз ЗЛ) (1 — соз ЗВ)] = 0, 
( 1 - соз ЗЛ) ( 1 - соз ЗВ) (соз 3 Л + соз ЗВ) = 0. 

Равенство (2) следует из последнего соотношения, 
поскольку по предположению задачи 

соз ЗЛ + соз ЗВ = 1 — соз 3 С 

в силу равенства (1). 

15. Первое решение. Заметим, что если с и й — 
последние цифры натуральных чисел а и Ь, то 

аЬ = (10/г + с) (10/ + й) = 10 (№1 + Ы + с!) + ей, 

где к и I — неотрицательные целые числа. Следователь- 
но, последняя цифра произведения аЪ совпадает с по- 
следней цифрой произведения ей. Пользуясь этим, будем 
рассуждать следующим образом. 

Известно, что 

1 +2 + 3 + ... + п = — ( - 2 +1) . 
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Если число п заканчивается цифрой 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; 7, 8, 
9, то число п + 1 — цифрой 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, а про- 
изведение п{п -\- 1) — цифрой 0, 2, 6, 2, 0, 0, 2, 6, 2, 0. 

Если бы число п { ' п ^ - -* 1 заканчивалось цифрой 2 % , 4, 

7, 9, то последней цифрой числа 2- [п(п + 1)]/2 = 
— п(п+ 1) была бы цифра 4, 8, 4, 8, что, как мы дока- 
зали выше, невозможно. 

Второе решение. Задача допускает простое и 
наглядное решение, если рассуждать следующим обра-, 
зом. 

Пусть 5„ = 1 + 2 + . . . + п. Заметим, что если раз- 
ность к — I ( к , I — произвольные натуральные числа) 
делится на 5, то разность 5* — 5/ также делится на 5. 
Действительно, 

с с к(к + 1) /(М-1) _ (к-1)(к + 1+\) 

2 2 2 

где правая часть делится на любой нечетный делитель 
числа к — I. 

Разделим круг на 5 секторов А, В, С, И, Е (рис. 14). 



Рис. 14. 


Следуя в направлении, указанном стрелкой, разме- 
стим в секторах по порядку цифры 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 
так, как показано на рис. 14. Если т — любое натураль- 
ное число, то его последняя цифра находится в т - м сек- 
торе, считая от сектора А в направлении стрелки. Если 
два числа отличаются на целое кратное числа 5, то 
цифры, которыми они заканчиваются, находятся в одном 
и том же секторе, поскольку увеличению числа на Ък со- 
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ответствует й-кратный обход нашего «циферблата». По- 
следние цифры сумм 5і = 1, 5а = 1 +2 , 5 3 = 1 + 2 -ф 3, 
5 4 = 1 -ф 2 -ф 3 -ф 4, 5 5 — 1-ф2 + 3-ф4-ф5 находятся 
соответственно в секторах А, С, А, Е, Е. В тех же секто- 
рах (в том же порядке) находятся последние цифры 
следующих пяти сумм 5в, 5 7 , 5 3 , 5 9 , 5ю, поскольку эти 
суммы отличаются от сумм 5 и 5 2 , 5 3 , 5 4 , 5 5 на числа, 
кратные 5. Аналогичное утверждение справедливо и от- 
носительно следующих пяти сумм 5ц, 5 і 2 , . . . , 5я> и так 
далее. Таким образом, последняя цифра любой суммы 

должна находиться в одном из секторов А, С, Е. Это 
может происходить лишь в том случае, если суммы 5„ 
заканчиваются одной из цифр 1,6, 3,8, 0, 5. 

Примечание. Аналогичным образом можно доказать, что 
последняя цифра суммы квадратов, а также суммы кубов натураль- 
ных чисел от 1 до л может находиться только в одном из секторов 
А, О, Е, то есть совпадать только с одной из цифр 1, 6, 4, 9, 0, 5. 

16. Известно, что 

(А + В) + (С + Б) = 360°, 

поэтому если 

А -ф В Ф 90° и А -ф В ф 270°, 
то 

*е(л + я) + *і(с + я) = о (і) 

и 

*К л + Ій В , С + 1 Б л п 
1 - А 1 В В 1 — 1 8 С й ~ У1 ‘ 

Умножая обе части этого равенства на (1 — 
— А В) • (1 — ід Сі§ О), получаем 

(і ё А-ИдВ)(1-1 е С* д О) + 

+ (1іС-И е й)(1-і е ЛідВ) = 0, 

или после несложных преобразований 

л + в -из с + я = я іе с я + 

+ А 1§ С О -ф А 13 О + А ід В 1д С. 

Разделив правую и левую части последнего равенст- 
ва на произведение А В С й, преобразуем его 
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= сід А + сіе в + сіе с + с *8 (*) 


к виду 

ія, А 4- В 4- С 4- Р 
І8 А і§ В і§ С і§ П 

Именно это соотношение и требовалось доказать. 

В приведенном выше доказательстве имеется пробел, 
а именно: равенство (1) было получено в предположе- 
нии, что А + В Ф 90° и А + В Ф 270°. Поэтому необхо- 
димо еще рассмотреть случай, когда А + В = 90°, в си- 
лу чего 

С + О = 270°. . (2) 

(Случай, когда А + В = 270° и С 4- й = 90°, не требу- 
ет особого рассмотрения, поскольку сводится к преды- 
дущему при изменении обозначений углов четырехуголь- 
ника.) 

Из равенств (2) и того, что каждый угол выпуклого 
четырехугольника содержится между 0° и 180°, следуют 
неравенства , ’ 

0° < А < 90°, 

90° < С < 180°, (3) 

из которых мы получаем новое неравенство 
90° < А + С < 270°. 

Поскольку А -(- С = 360° — (В + И), то 

ід(Л + С) + і§(В + Я) = 0. (Іа) 

Соотношение, приведенное в условиях задачи, выводит- 
ся из равенства (Іа) так же, как выше мы вывели его 
(при дополнительном предположении о том, что АфВФ 
Ф90 а и А + В Ф 270°) из равенства (1). 

Примечание. При выводе неравенств (3) мы воспользо- 
вались предположением о выпуклости четырехугольника АВСй. 
Возникает вопрос: выполняется ли соотношение (*), приведен- 
ное в условиях задачи, для невыпуклого четырехугольника, ни 
один из углов которого не равен 90° и 270°? Оказывается, что 
соотношение (*) остается в силе и для невыпуклого четырех- 
угольника, однако доказательство его, приведенное выше для 
случая выпуклого четырехугольника, необходимо несколько до- 
полнить. 

Итак, предположим, что четырехугольник АВСй невыпук- 
лый. Как и в случае выпуклого четырехугольника, сумма углов 
равна 360°: 

А + В + С+й = 360°, 
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поскольку диагональ, проведенная из вершины угла, который 
больше 180°, делит четырехугольник на два треугольника. 

Если четырехугольник АВСй содержит два угла, сумма 
которых отлична от 90° и от 270°, то соотношение (*) можно 
доказать так же, как и в случае выпуклого четырехугольника. 

Но существуют и такие невыпуклые четырехугольники, 
у которых любые два угла в сумме равны либо 90°, либо 270°. 
Пусть А — угол такого четырехугольника, который больше 180°. 
Тогда 

В + С = 90°, 

С + О = 90°, 

О + В = 90°, 

откуда следует, что 

В = С = й = 45°, А - 225°. 

Приведенное выше доказательство неприменимо к такому 
четырехугольнику (рис. 15). Но соотношение (*) выполняется и 



Рис. 15. 


в этом случае, поскольку все входящие в него тангенсы равны 1 
и оно вырождается в тождество 4 = 4. 

17 . Пусть X, У, 7. — точки пересечения прямых АМ, 
ВЫ, СР (рис. 16). 

Поскольку площади треугольников с равными высо- 
тами относятся как основания, то 

с вм с с Ах „ 

^АВМ — ~ВС~‘ Сз> Л АВХ — ~дм ' ^АВМ 

и, таким образом, 


5 АВХ — 


ВМ АХ 
ВС ' АМ 


3 . 


( 1 ) 


3 Зак, 933 
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Величины отношений ВМ/ВС и АХ/АМ мы вычислим, 
используя ряд равных отношений 

ВМ СЫ АР 

МС ЫА РВ (*) 

приведенный в условиях задачи. 



Действительно, 

вс _ ВМ + МС , , 16+1 

ВМ ВМ — 1 + к ~ ~ ’ 

откуда 

вм к 

ВС ~ к + 1 • 


( 2 ) 


Величину отношения АХ/АМ мы найдем, применив к 
треугольнику АСМ, пересеченному прямой ВМ, теорему 
Менелая, то есть из соотношения 


АЫ СВ МХ 
Ж? " ВМ * ХА ^ ' 

Последнее можно представить в виде 

А 'А МС + ВМ МХ 
СЫ ВМ ХА ' 

Подставляя из (*) значения отношений 

ІѴЛ МС 1 

СЫ ВМ ~к ’ 
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получаем 



откуда 


АХ к + 1 


ХМ к 2 


И 


АХ АХ к + 1 

ЛМ ДХ + ХМ к 2 + к + 1 • 


( 3 ) 


Подставляя значения отношений ВМ/ВС и АХ/АМ 
из (2) и (3) в соотношение (1), находим площадь тре- 
угольника АВХ і 


АВХ — к г + к+ \ 


Площадь треугольника ВСУ мы вычислим, заменив 
в приведенных выше выкладках буквы А, В, С соответ- 
ственно буквами В, С, А, буквы М и N — буквами N и 
Р и букву X — буквой У. Аналогичным образом можно 
найти и площадь треугольника САХ. Ясно, что все вы- 
числения приводят к одним и тем же результатам, так 
что 



к г + к + 1 


Поскольку 



то 



или 


С о 

*ХѴ2— к 2 + к+1 С>, 


( 4 ) 


Примечание. Условие к > 1 можно заменить более сла- 
бым условием к > 0 и к ф 1. Все рассуждения и окончательный 
результат вычислений — соотношение (4) — остаются при этом 
прежними. 

При к — 0 точки М, N. Р совпадают соответственно с точ- 
ками В, С, А, а треугольник ХУ 2 — с треугольником ВСА. При 
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к = 1 треугольник ХУ 2 вырождается в точку — центр тяжести 
треугольника АВС. Выражение (4) в обоих случаях дает пра- 
вильное значение площади треугольника ХУ2-. 5 и 0. 


18. На один полный оборот винтовой лестницы при- 
ходится 360/18 = 20 ступеней общей высотой 20 • 0,15= 
-= 3 м. Таким образом, ступень с номером 20 + к 
расположена как раз над ступенью с номером к в Зм от 
нее. Ортогональная проекция винтовой лестницы на го- 
ризонтальную плоскость имеет вид кругового кольца, 
разделенного на 20 секторов (рис. 17). Наружный ради- 
ус кольца составляет 1 м, внутренний — 0,32 м. Стер- 
жень, который необходимо пронести по винтовой лест- 
нице, находится в сечении лестничной клетки вертикаль- 
ной плоскостью а. Пусть прямая РС} — след плоскости а 
на ортогональной проекции лестничной клетки на горш 
зонтальную плоскость. Вид сечения лестничной клетки 
плоскостью ос мы найдем, отложив на перпендикулярах, 
восставленных из различных точек хорды РСІ, отрезки, 
равные высоте соответствующих точек сечения над ос- 
нованием башни (рис. 17). Ломаная Ьг получается при 
параллельном переносе ломаной Еі в направлении, пер- 
пендикулярном прямой АВ, на 3 м. В построенном на- 
ми сечении может уместиться стержень, длина которого 
не превышает длину отрезка 

АС = У'ЛВ 2 + ВС 2 . 

Рассматривая вертикальную плоскость, параллель- 
ную плоскости ос, нетрудно убедиться в том, что отрезок 
АС достигает наибольшей длины, когда след плоскости 
а на ортогональной проекции лестничной клетки на го- 
ризонтальную плоскость касается внутренней окружно- 
сти кольца, поскольку при этом отрезки АВ и ВС имеют 
наибольшую длину. 

Итак, исходная задача сводится к вычислению наи- 
большей длины стержня, который можно пронести по 
винтовой лестнице так, чтобы он все время касался 
внутреннего столба. 

Сечение лестничной клетки плоскостью, касательной 
к столбу, построим аналогично тому, как это было сде- 
лано на рис. 17. Единственное отличие состоит в том, 
что прямая АВ касается меньшей окружности (рис. 18). 
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Рис. 18. 
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Длину хорды АВ мы найдем из соотношения АВ 2 = 
= 4 (ОД2 _ ом 2 ) = 4 — (0,64) 2 , а центральный угол 

АОВ — из соотношения со5 /АОВ^ — ОМ/ОА = 0,32, 

из которого следует, что /.АОВ = 142° 40'. В угле 
АОВ помещается приблизительно 7 8 / э отрезка, соответ- 
ствующих ступеням лестницы. 

Сечение, изображенное на рис. 18 сплошными линия- 
ми, проходит через конец А ребра одной из ступеней. 
Поэтому в нижней части сечения имеются 7 точек пере- 
сечения плоскости вертикального сечения с ребрами^сту- 

пеней. Это точки 1, 2 7, принадлежащие ребрам 

ступеней, которые проектируются в отрезки ОАі, ОЛг, . . . , 

. . . , О Ат. В верхней части сечения имеются аналогичные 
точки 1', 2', , . . , 7'. Нетрудно видеть, что В И — 
= 7-0,15 м = 1 ,05 м, ВС = ВД + ДС==1,05 м + 3м = 
= 4,05 м. 

В таком сечении можно поместить стержень, длина 
которого не превышает длину отрезка 

АС = л/ЛЙ 2 + ВС 2 « 4,47 м. 

Пусть плоскость вертикального сечения поворачи- 
вается вокруг оси башни. Сечение будет изменяться в 
зависимости от угла поворота, причем все возможные 
виды сечения встретятся уже при углах поворота, за- 
ключенных между 0° и 18°. При дальнейшем увеличении 
угла через каждые 18° сечения повторяются, сдвигаясь 
вверх на 0,15 м. 

Для того чтобы проследить на рисунке за измене- 
нием формы сечения, удобно предположить, что плос- 
кость АВС сечения неподвижна, а поворачивается башня 
(например, в направлении, указанном стрелкой на 
рис. 18). Тогда при повороте на угол от 0° до 18° точка 
Лі описывает дугу ЛіЛ, а точка А» — дугу ЛИ?. Рас- 
смотрим более подробно, как происходит такой поворот. 

1. Пока точка Л 8 описывает дугу Л 8 В, стержень, на- 
ходившийся сначала в положении АС, может оставать- 
ся в том же положении, то есть иметь вычисленную 
выше максимальную длину 4,47 м. Заметим, что при 
повороте на угол А&ОВ ни одно из ребер ступеней вин- 
товой лестницы не мешает стержню располагаться вдоль 
отрезка АС: из рис. 18 ясно видно, что точки 1, 2, . . . , 7 
все время остаются по одну сторону, а точки 1', 2', 
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•••> 7' — по другую сторону относительно прямой АС. 
В этом можно также убедиться, произведя соответству- 
ющие выкладки и доказав, что углы ВА1, ВА2, . . . , ВА7 
остаются меньше, а углы ВС1, ВС2, . .., ВС7 — больше 
угла ВСА- 

2. После того как точка Л 8 совпадает с точкой В и 
начинает описывать дугу ВАт, ситуация изменяется. 
Плоскость АВС, помимо перечисленных выше ребер сту- 
пеней, проходит также через ребра ступеней, проектиру- 
ющихся на радиус ОА в . В верхней части сечения с ле- 
вой стороны возникает восьмая выемка, и стержень 
можно постепенно передвигать в плоскости АВС вверх 
из положения АС до положения А' С', то есть поднять на 
высоту одной ступени, или 0,15 м. На рис. 18 соответ- 
ствующий вид сечения показан пунктиром. 

3. Когда точка А в находится в положении Л 7 , мы по- 
лучаем сечение того же вида, что и в исходном положе- 
нии плоскости, но поднятое вверх на 0,15 м. Стержень 
сохраняет положение А'С', в котором остается до того 
момента, пока точка Ад не совпадает с точкой В, после 
чего его снова можно сдвинуть вверх, и так далее. 

Из сказанного следует, что стержень длиной 4,47 м 
можно пронести по винтовой лестнице снизу вверх. Бо- 
лее длинный стержень пронести невозможно, поскольку 
он не уместился бы в некоторых сечениях, например в 
начальном сечении, лестничной клетки. 

19. Прежде всего докажем, что для любого натураль- 
ного п существуют такие натуральные числа а и Ь, при 
которых 

Г (і — Ѵ2 )" = д/я 2 — 

I а 2 — 2Ь 2 = (— 1/\ 

Доказательство. При п = 1 утверждение верно: 
в этом нетрудно убедиться, взяв а = Ь= 1. Предполо- 
жим, что утверждение выполняется при некотором п. 
Тогда 

0 + У2) + = (і — д/2)" • (і — д/2) = 

= (У а 2 д/26^) ( 1 — л/2 ) — (а — Ь д/2 ) ( 1 — Уг) = 

= (а + 2 Ь) — (а + Ь) У 2 = У (а + 2 Ь) 2 — У 2 (а + Ь) 2 — 

= л /а 2 - л /Щ, 
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где й\ и Ьі — натуральные числа и 

а 2 _ 2Ъ\ = (а + 2 ЬУ - 2 (а + Ъ) 2 = - а 2 + 2 Ь 2 = 

«= — (а 2 — 26 2 ) = (— 1) п+| . 

Таким образом, утверждение верно и при показателе, 
равном п+1. Пользуясь принципом математической 
индукции, мы заключаем отсюда, что утверждение вы- 
полняется при любом натуральном п. 

Утверждение задачи непосредственно следует из до- 
казанного утверждения. Действительно, если п — четное 
число, то 

(У 2 — і)" = (і — У 2)" = л/ а 2 — У2 Ь 2 , 

причем а, Ь, так же как и а 2 , 2 Ь 2 , — натуральные числа, 
а а 2 — 2Ъ 2 — 1. Если же п — нечетное число, то 

(У2— 1)" = — (і — У2)" = У2 Ь 2 — л)а 2 , 
где 2 Ь 2 , а 2 — натуральные числа и 

2Ь 2 — а 2 = — (а 2 — 2Ъ 2 ) = — (— 1) = 1 . 

20. Предположим, что Ь > 0 (если Ь = 0, то есть 
если велосипедист находится на шоссе, то задача допус- 
кает тривиальное решение). 

Пусть М — точка, в которой находится велосипедист, 
5 — точка встречи, а — угол М05, I — время, отсчитыва- 
емое от того момента, когда велосипедист пускается в 
путь до момента встречи, х — скорость велосипедиста. 
Применяя к треугольнику М05, в котором 05 = ѵі, 
М5 = хі, ОМ = а, /_М 05 = а, теорему косинусов, по- 
лучаем 

х 2 1 2 = а 2 + ѵН 2 — 2 аѵі соз а, 
х 2 = -^ 2 — 2 аѵ соз а • у + ѵ 2 . 

Пусть \/і = з, тогда 

х 2 = а 2 з 2 — 2 аѵ соз а • 5 + ѵ 2 = (аз — ѵ соз а) 2 -\-ѵ 2 — ѵ 2 соз 2 а, 
или, более кратко, 

х 2 = (аз — • ѵ соз а) 2 + п 2 зіп 2 а. (1) 

Требуется найти такое положительное значение я, при 
котором положительная величина х, а следовательно, 
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и х 2 , принимает наименьшее значение, причем необхо- 
димо различать два случая. 

Случай 1: соз а > О, то есть угол а острый. Из 
соотношения (1) следует, что х принимает наименьшее 
значение х т іп, когда аз — ѵ соз а = 0, откуда 

ѵ соз а 

5 = . 

а 

Таким образом, х^ 1п = ѵ 2 зіп 2 а и лг тіп = азіпа. 

Случай 2: соз а ^ 0, то есть угол а прямой или 
тупой. В этом случае не существует минимальной скоро- 
сти, позволяющей велосипедисту догнать автомобиль, 
поскольку выражение аз — ѵ соз а и, следовательно, х г 
принимают тем меньшие значения, чем ближе к нулю 
величина 5, то есть чем больше і. При неограниченном 
возрастании і величина 5 стремится к нулю, а х, как 
видно из соотношения (1), стремится к и. 



Рис. 19. 


Поясним наши выводы на рисунках. При а <С 90° 
(рис. .19) минимальная скорость велосипедиста состав- 
ляет узіпа = — . Встреча его с автомобилем происхо- 
дит в тот момент, когда у = ѵ с ° 3 а . Следовательно, до 
встречи велосипедист успевает проехать расстояние 
М5 — ѵ зіп а • уууу = а. Это означает, что 

'/_ОМЗ = 90° и велосипедист должен ехать по прямой, 
составляющей прямой угол с отрезком ОМ. 

При а ^ 90° (рис. 20) велосипедисту необходимо 
преодолеть большее расстояние, чем автомобилю. Сле- 
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довательно, догнать автомобиль велосипедист может 
только в том случае, если сумеет развить скорость, пре- 
вышающую скорость ѵ автомобиля. Однако разность 
между скоростью велосипедиста и скоростью автомоби- 
ля тем меньше, чем больше угол ОМЗ {/.ОМ8 = §)> 



Рис. 20. 


Эта разность может быть сколь /годно мала, если вело- 
сипедист будет ехать вдоль прямой, образующей с от- 
резком ОМ угол, достаточно близкий к 180 9 — а. 


21. Преобразуем исходное соотношение 

+ + = (!) 

к виду 

« -Ь *ег Р = ѵ Ое « Э — О- 

Если сс р =^= 1, то обе части равенства можно 
разделить на 1 — ід а ід р: 


откуда 
в силу чего 
или 


іе а + Р 

1 — і§аіеР 


— *8Ѵ. 


(« + Р) = (— Т). 

а + р = — у + йя, 


а + Р4-у = ^я (к — целое число). 


( 2 ) 


Проводя выкладки, мы исходим из предположения 
о том, что і§аі§р=й=1. Это неравенство верно во 
всех случаях, когда выполняется соотношение (1). 
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Действительно, если бы имело место равенство а {§• р = 

1, то из соотношения (1) мы получили бы равенство 
Р — 0, что невозможно, поскольку знаки двух 
чисел, произведение которых равно 1, одинаковы и сумма 
двух таких чисел не равна нулю. 

Итак, мы приходим к следующему заключению: 
если для углов а, |3, у выполняется равенство (1), то эти 
углы удовлетворяют алгебраическому соотношению (2). 

Наоборот, если при некотором целом к числа ос, р, у 
удовлетворяют условию (2) и ни одно из них не совпа- 
дает с нечетным кратным числа л/2, то производя при- 
веденные выше выкладки от конца к началу, мы прихо- 
дим к соотношению (1). 

Следовательно, числа ос, р, у, отличные от (2д+1)л/2, 
где п некоторое целое число, удовлетворяют соотноше- 
нию (1) в том и только в том случае, если при некотором 
целом к выполняется соотношение (2). 

22. Доказав, что любая плоская фигура, имеющая 
две оси симметрии, которые расположены не под пря- 



мым углом друг к другу, обладает по крайней мере еще 
одной осью симметрии, мы тем самым докажем утверж- 
дение задачи. 

Предположим, что плоская фигура Р имеет две оси 
симметрии к и I, которые не взаимно перпендикулярны. 
Эти оси могут пересекаться (рис. 21) или быть парал- 
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лельными (рис. 22). В обоих случаях доказательство 
проводится одинаково. Пусть к ' — прямая, симметрич- 
ная прямой к относительно прямой I. Ясно, что прямая 
к' отлична от прямой к и от прямой I. Докажем, что 
прямая к' является осью симметрии фигуры Р, 


с 

А 

в 

п 

к 

і 


к‘ 


Рис. 22. 


Если фигура Р содержит некую точку А, то она со- 
держит также точку В, симметричную точке А относи- 
тельно оси I, точку С, симметричную точке В относи- 
тельно оси к, и точку І), симметричную точке С относи- 
тельно оси I. Заметим, что отрезок АО симметричен 
отрезку ВС относительно оси /, поскольку точки Л и О 
симметричны точкам В и С относительно этой оси. Сле- 
довательно, прямая, перпендикулярная отрезку Ай и 
проходящая через его середину, симметрична прямой, 
перпендикулярной отрезку ВС (то есть прямой к) и про- 
ходящей через его середину, относительно оси I. Это 
означает, что прямая к' совпадает с прямой, проходящей 
через середину отрезка Ай и образующей с ним прямой 
угол. Итак, мы доказали, что если плоская фигура Р 
содержит некую точку А, то она содержит также точку 
О, симметричную точке А относительно прямой к'. Та- 
ким образом, к' — ось симметрии фигуры Р, что и тре- 
бовалось доказать. 

23. Фигуру, образованную двумя скрещивающимися 
прямыми тип, удобнее всего изобразить при помощи 
проекций на две взаимно перпендикулярные плоскости. 
Плоскость горизонтальной проекции выберем так, чтобы 
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она была параллельной прямым т и п (рис. 23). Тогда 
вертикальные проекции прямых тип будут иметь вид 
параллельных прямых т" и п", расстояние сі между 
которыми равно расстоянию между скрещивающимися 
прямыми т и п, а горизонтальные проекции т' и п' бу- 
дут двумя пересекающимися прямыми, образующими 
угол ф, равный углу между скрещивающимися прямыми 



тип. Горизонтальные проекции отрезков АВ и СО, па- 
раллельных плоскости, названной нами горизонтальной, 
имеют длины А'В' — а и СО' — Ь. 

Чтобы вычислить объем тетраэдра АВСО , рассмот- 
рим сначала параллелепипед, «описанный» вокруг этого 
тетраэдра, а именно: параллелепипед, для которого от- 
резки АВ и СО совпадают с диагоналями двух противо- 
положных граней. Другими диагоналями тех же граней 
служат отрезок ЕР длины Ь, параллельный отрезку СО 
и имеющий общую середину М с отрезком АВ, и отрезок 
ОН длины а, параллельный отрезку АВ и имеющий об- 
щую середину N с отрезком СО. 
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Объем V построенного таким способом параллелепи- 
педа равен произведению площади грани АЕВР на рас- 
стояние от этой грани до противоположной, то есть на ей 
Поскольку площадь параллелограмма АЕВР , диаго- 
нали которого равны а и Ь образуют угол <р, составляет 

2 -абзіпср, то V = аЫзіпср. 

Тетраэдр АВСБ мы получим после того, как отсечем 
от построенного нами параллелепипеда четыре наруж- 
ных тетраэдра ЕАВС, РАВЭ, САСБ, НВСй (рис. 24), 



Объем каждого из этих тетраэдров, основания которых 
вдвое меньше оснований параллелепипеда, а. высота 

равна й, составляет V. 

Таким образом, объем тетраэдра АВСБ равен у V =• 

= ^гаМ5Іпф и, следовательно,, зависит от а, Ь, <і 

и угла ф, но не зависит от положения отрезков АВ и СО 
на прямых тип, что и требовалось доказать. 

24. Найдем прежде всего геометрическое место цент- 
ров Ь прямоугольников ЕРСН, две вершины которых Е 
и Р лежат на стороне АВ треугольника АВС, вершина О 
лежит на стороне ВС, & вершина Н — на стороне АС. 
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Такие прямоугольники существуют лишь в том случае, 
если ни один из углов А и В треугольника не тупой. 
В дальнейшем мы будем предполагать, что оба угла 
А и В острые. В том случае, если один из этих углов 
прямой, в приводимое ниже решение необходимо внести 
незначительные изменения. Это мы предоставляем чи- 
тателю. 

Точки 4, геометрическое место которых мы ищем, 
являются серединами отрезка Р(, }, соединяющего сере- 
дины боковых сторон ЕН и ЕС прямоугольника (рис. 25). 
Проведем высоту СО треугольника АВС, 


с 



Поскольку треугольники АЕН и ЛОС гомотетичны 
относительно точки А, а треугольники ВЕС и ВВС — ■ 
относительно точки В, то прямые АР и В( 3 проходят 
через середину Т отрезка СО. Треугольники Р<ЗТ и АВТ 
гомотетичны относительно точки Т, поэтому прямая ГС 
проходит через середину 5 отрезка АВ. Следовательно, 
центр 4 прямоугольника ЕЕСН лежит внутри отрезка 
ЗТ, соединяющего середину стороны АВ с серединой 
высоты СО треугольника АВС. 

Наоборот, каждая точка 4, лежащая внутри отрезка 
ЗТ, служит центром некоторого прямоугольника ЕЕСН 
рассматриваемого нами типа (вершины Е и Е лежат на 
основании АВ треугольника АВС, вершина Н лежит на 
стороне АС и вершина О — на стороне ВС). Действи- 
тельно, проведя через точку 4 отрезок Р(, }, гомотетичный 
отрезку АВ относительно точки Т, а затем через точки 
Р и С} отрезки ЕН и ЕС, прямо гомотетичные отрезку 
СО относительно точек А и В, мы получим четырехуголь- 
ник ЕЕСН. Из свойств прямо гомотетичных отрезков 
следует, что точки Р и С} совпадают с серединами отрез- 
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ков ЕН и ЕС, а точка Ь — с серединой отрезка РС, }. 
Отсюда мы заключаем, что ЕР ОН — прямоугольник, а 
точка Ь — его центр. 

Таким образом, геометрическим местом центров Ь 
прямоугольников, две вершины которых лежат на сто- 
роне АВ треугольника АВС, а две другие вершины — на 
сторонах АС и ВС, является внутренность отрезка, со- 
единяющего середину стороны АВ с серединой опущен- 
ной на нее высоты треугольника АВС. 

Если заданный треугольник остроугольный, то наше 
утверждение выполняется для каждой из трех его сто- 
рон и геометрическое место, о котором говорится в усло- 
виях задачи, состоит из внутренних точек трех отрезков, 
соединяющих середины сторон треугольника с середи- 
нами опущенных на них высот. Докажем, что эти три 
отрезка пересекаются в одной точке. 



Рис. 26. 


Выберем обозначения точек так, как показано на 
рис. 26: пусть О, Е, Р — основания высот, М, И, Р — се- 
редины сторон и <Э, К, 5 — середины высот треуголь- 
ника АВС. Применяя к этому треугольнику и трем его 
высотам теорему Чевы, получаем 

АР -во -СЕ , 

РВ-РС-ЕА 1 • 

Поскольку стороны треугольника МИР параллельны 
соответствующим сторонам треугольника АВС, то 
N5 _ АР РС} _ ВР МЕ __ СЕ 

$/ѴГ — ЕВ ' С№ ~~ РС ’ ЕР ЕА 
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и предыдущее соотношение можно преобразовать к сле- 
дующему виду: 

N8 ■ РС}- мр . 

ЗМ-оы ■ РР~ ь 

По теореме, обратной теореме Чевы, это равенство 
означает, что прямые М( N I ? и РЗ пересекаются в од- 
ной точке. 

Если треугольник АВС прямоугольный, то два из 
трех отрезков, образующих рассматриваемое нами гео- 
метрическое место точек, совпадают. Этот случай изо- 
бражен на рис. 27, 


с 



В тупоугольном треугольнике рассматриваемое гео- 
метрическое место образуют внутренние точки одного 

отрезка 

25. Заметим, что поскольку 

(* т + -рг) (*" + -рг) = 

= (* т+п + -^йг) + (* т -“ + - 

ТО 

-(*"■*+ рг=г)- 0) 

1 По поводу теоремы Чевы см. примечание к решению зада- 
чи 77. — Прим. ред. 
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Тождество (1) позволяет свести вычисление значе- 
ний, принимаемых выражением вида х к Н — ^ , к вычис- 
лению значений, принимаемых выражениями того же 
вида, но с меньшим показателем к. 

В частности, при п — 1 тождество (1) принимает вид 

*" + ' + ^ -(>+>)(* + т) ■ - (*”" + рЦ • (2) 

а при п = т переходит в тождество 

х2т + -^ = ( хт +^) 2 - 2 - (3) 
Воспользуемся этими тождествами для того, чтобы 
вычислить * 13 + -^тг при х -\- ■— = а. Из тождества (3) 
находим значения 

* 2 + 4г = (* + 1) 2 — 2 = а 2 — 2, 

+ -^г = (* 2 + 4г) 2 — 2 = а 4 — 4а 2 + 2. 

Тождество (2) позволяет вычислить значение 

* 3 + ^г=(х 2 + -рг) (*+ т)~( х +т) :=а3 ~ За ’ 

а тождество (3) — значение 

* 6 + ^ = (* 3 + “УУ“ 2=а6 ~ 6а4+9а2_2 - 

Используя более общее тождество (1), получаем 

* 7 + -^ = (У+іН (У + іН“(* + т) == 

«= (а 4 — 4а 2 + 2) (а 3 — За) — а = а 7 — 7а 5 + 14а 3 — 7а 
и, наконец, 

у*+4г-(*’+4г)(*ч-4г)-(*+т)= 

«= (а 7 - 7а 5 + 14а 3 - 7а) (а 6 - 6а 4 + 9а 2 - 2) - а = 

= а 13 — 13а 11 + 65а 9 — 156а 7 + 182а 5 - 91а 3 + 13а. 
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26. Докажем следующее более сильное утверждение: 
если 

0° < хі < 180° при і — 1, 2 п (п 2), 

то 

| зіп {х\ + х 2 + • • • + х п ) | < 

< ЗІПХ, + ЗІПХ 2 + ... + ЗІПХ„. (1) 

При доказательстве мы будем использовать извест- 
ные свойства абсолютной величины суммы и произведе- 
ния двух чисел: \а + Ь\ ^ |а| + \Ь\, |аЬ| = |а|- Ь |, 
неравенства | зіп х\ = зіп х > 0 и |созх|<1, которые 
выполняются при 0° < х ■< 180°, и неравенство |созх ^ 
^ 1, справедливое при любом х. 

Докажем наше утверждение методом математиче- 
ской индукции. При п = 2 соотношение (1) выполняется, 
поскольку 

ЗІП (хі + Х 2 ) = ЗІП Х\ СОЗ Х 2 + СОЗ Хі зіп х 2 


и, следовательно, если х и х 2 принадлежат интервалу 
(0°, 180°), то 

| ЗІП {Хі + Х 2 ) К I ЗІП Х\ | * | СОЗ Х 2 I + 

+ | СОЗ Хх I • I ЗІП ЛГ 2 I < 5ІП Хі + зіп х 2 . 

Предположим, что соотношение (1) выполняется при 
некотором к 2. Пусть 0° < х, < 180° при і = 1 , 2, . . . 
.... к±1. 

Тогда 

| ЗІП (*! + х 2 + ... + Х к ) I < ЗІПХ! + ЗІП Х 2 + ... +ЗІПХ 4 . 

Следовательно, 

|зіп(хі + х 2 + ... +х 4+1 )| = 

= |зіп(х 1 + х 2 + ... +Х А )сОЗХ й+ 1 + 

+ соз(х, + х 2 + ... + х й )зіпх й+1 |< 

^|зІп(Хі + Х 2 + ... + Х к ) 1 1 СОЗ Х к+ х I 4- 

+ |соз(х, + х 2 + ... + х А )||зіпх* +1 |< 

<|зІп(х, + Х 2 + ... +Х*)| + |5ІПХ* +1 ! < 

< ЗІПХ! + ЗІПХ 2 + ••• + 5ІПХ*. + 5ІПХ& + і. 

Таким образом, соотношение (1) выполняется при 
любом п > 2. Исходное утверждение задачи также спра- 
ведливо, поскольку неравенство, приведенное в условиях 
задачи, следует из соотношения (1). 
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27. Предположим, что число х удовлетворяет исход 
ному неравенству 

^х — ^х — а>2. (1) 

Тогда х > а, и из неравенства (1) мы получаем цепочку 
неравенств 

ЛІ х > л] х — а + 2 , ( 2 ) 

х > (V* — а + 2) 2 == х — а + 4 V* — а + 4, (3) 

V* — а < а 4 4 . (4) 

Из неравенства (4) следует, что а > 4 и что 

х — а< ( а 4 4 ) . (5) 

откуда 

х < (-^р^) 2 + а, (6) 

или 

*<(^) ! . Р) 

Итак, если число х удовлетворяет неравенству (1), то 

а > 4, а<л:< ( а . (8) 

Наоборот, если условия (8) выполнены, то справед- 
ливо неравенство (1). Действительно, из неравенства 
(8) мы последовательно можем вывести неравенства (7), 
(6), (5), (4), (3), (2) и, наконец, неравенство (1). 

Итак, мы пришли к следующему утверждению: чис- 
ла, удовлетворяющие неравенству (1), существуют в 

том и только в том случае, если а > 4. Все эти числа 

можно задать неравенством 



28. Равнодействующая параллельных одинаково на- 
правленных сил рі и р 2 проходит через некоторую точку 
М отрезка АВ (рис. 28). Поскольку после того, как на 
него поместили грузики, диск остался в равновесии, то 
равнодействующая всех трех сил рі, рг. Рз проходит 
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через точку О. Следовательно, точка М отлична от точки 
подвески О, точка приложения силы р 3 (то есть точка С) 
совпадает с точкой пересечения края диска с лучом МО 
а сумма выпуклых углов АО В, ВОС, СОА равна 360°’, 



Из статики известно, что положение точки М опре- 
деляется равенством 


АМ р 2 
МВ~ Р М 


(О 


В треугольниках АОМ и В ОМ выполняются соотношения 


АМ ом МВ ОМ 

8ІП (г АОМ) зіп(^Л) ’ зіп (/ МО В) — зіп (г В) ' 

а поскольку /ІА = /.В, то из них следует, что 
АМ МВ 

зіп (/АОМ) зіп {/МО В)' (2) 

Из равенств (1) и (2) получаем 

Рг Рі 

зіп (/ АОМ) зіп (/ МО В) ' 

а поскольку ^АОМ = 180°— АСОА, /.МОВ = Ш °-« с 
— /1ВОС, то 

Р 1 — Р2 

8ІП (/ВОС) 8іп (/ СОА) ' 

Аналогичные равенства выполняются и для осталь- 
ных пар искомых углов. Объединяя их, находим 


Р' __ Рг рз 

8ІП (/ ВОС) Зіп (/ СОА ) БІп (/ ЛОВ) ■ 
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Равенства (3) уже позволяют вычислить углы ВОС, 
СОА и АОВ. Действительно, пусть а. = 180° — /.БОС, 
р = 180° — /.СОА, у — 180° — /.АОВ. Поскольку 
ДВОС + Д СОЛ + Д ЛОВ = 360°, то с^+р-І-ѵ = 180° 
и равенства (3) преобразуются к виду 

Рі __ Рг _ Рз 

8ІП а 5ІП Р 8ІП V ’ 


где а, р, у — углы треугольника со сторонами р\, рч, Рз- 
Величину их можно вычислить, применив к этому тре- 
угольнику теорему косинусов, а углы БОС, СОА, ЛОВ — 
как дополнения углов ос, р, у до 180°. Действуя так, по- 
лучаем 


соз (Д БОС) = 


соз (Д СОА) ■■ 


2 2 2 
Р| - РІ - Рз 

2ргр 3 

9 9 9 

РІ — Рі — РГ 

2рзРі 


( 4 ) 


соз ( Д ЛОВ) = 


Рз ~ Рі ~ РІ 

2ріРг 


Поскольку каждый из' углов БОС, СОА, ЛОВ заклю- 
чен между 0° и 180°, то соотношениями (4) искомые 
углы определены однозначно. 

Примечание. В приведенном выше решении мы, следуя 
условиям задачи, предполагали, что диск остался в состоянии 
равновесия и после того, как на него поместили грузики р і, рг, 
рз- Возникает вопрос, могут ли грузики Ри рг, рз иметь произ- 
вольный вес, то есть можно ли поместить произвольно выбран- 
ные грузики р і, рг, Рз в трех точках диска так, чтобы не нару- 
шить его равновесия? Нетрудно видеть, что это невозможно. 
Действительно, в приведенном выше решении мы выяснили, что 
числа рі, рг, рз выражают длины сторон треугольника и по- 
этому должны удовлетворять неравенствам 

Рі + Рг > Рз, Рг + рз > Рі. Рз + Рі > Рг- (5) 

Докажем, что необходимые условия (5) одновременно и доста- 
точны для существования решения задачи. Предположим, что 
числа рі, рг, Рз удовлетворяют неравенствам (5). Тогда суще- 
ствует треугольник со сторонами Ри Рг, Рз- Если а, Р, у — углы 
этого треугольника, то на краю диска можно указать три раз- 
личные точки А, В, С так, что /ВОС = 180 — а, /.СОА = 
= 180° — Р, /АОВ = 180° — у, поскольку (180° — а) + 
+ (180° — р) + (180° — у) = 360°. Следовательно, углы ВОС,С0А, 
АОВ удовлетворяют равенствам (3). Поместим в точках А, В, С 
грузики ри Рг, Рз- Докажем, что при этом диск останется в со- 
стоянии равновесия. Поскольку каждый из углов ВОС, СОА, 
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АОВ меньше 180°, то продолжение луча СО пересекает сторо- 
ну АВ треугольника АОВ в некоторой точке М. Следовательно, 
выполняется равенство (2), а поскольку /АОМ — 180° — /.СОА, 
/МОВ = 180° — /ВОС, то 

АМ _ МВ 

зіп (/СОА) зіп (/ ВОС) (6) 

Из равенств (6) и (3) следует, что 
АМ р г 
~МВ~ 7Г’ 

Это означает, что через точку М проходит равнодействующая 
параллельных и одинаково направленных сил рі и рг, приложен- 
ных в точках А и В. Поскольку величина составляющей равна 
Рі + Рг, нам остается лишь доказать, что через точку О прохо- 
дит равнодействующая параллельных и одинаково направлен- 
ных сил рі + рг и рз, приложенных соответственно в точках А1 
и С. Из равенств (3) следует, что 

Рі + Рі _ зіп {/ ВОС) + зіп (/ СОА) 

Рз зіп (/ АОВ) ~ 

_ ЗІП (/ МОВ) + зіп (/ АОМ) 

зіп (/ АОВ) • ■’ 


Применяя к треугольникам АОМ, МОВ и АОВ теорему синусов, 
получаем 

зіп (/ МОВ) = -Щу зіп (/ В), 

зіп (/ АОМ) = зіп (/ А), 

А И 

зіп (/ АОВ) зіп (/ В). 


Подставляя полученные значения синусов в соотношение (7) и 
учитывая, что /А = /В, АМ + МВ = АВ, ОА = ОС, преобра- 
зуем его к виду 

Рі ~Ь р2 ОС 

Рз ~ МО ' 

Это равенство означает, что равнодействующая параллель- 
ных и одинаково направленных сил рі + р% и рз, приложенных 
в точках М и С, действительно проходит через точку О. Следо- 
вательно, равнодействующая параллельных и одинаково направ- 
ленных сил рі, рз, рз, приложенных соответственно в точках А, 
В, С, проходит через точку О, что и требовалось доказать. 


29. Пусть К, Ь, М , Л/, Р, ф — середины ребер тет- 
раэдра АВСИ (рис. 29). Требуется доказать, что любая 
из прямых КЬ, ММ, РС 2 (например, прямая КЬ) служит 
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осью симметрии тетраэдра и перпендикулярна любой из 
двух остальных прямых (например, прямой РС}). 

Первое доказательство. По условиям задачи 
ЛВ = ВС и ВО = АС. Следовательно, треугольники 
АВО и АВС конгруэнтны, поскольку имеют соответ- 
ственно равные стороны и медианы ОК и СК этих тре- 
угольников равны. Но тогда треугольник ОКС равно- 
бедренный и его медиана КВ совпадает с высотой, опу- 


ѵ 



щенной из вершины К на противолежащую сторону, то 
есть КВ А- ОС. Аналогичным образом можно доказать, 
что КВ ± АВ. 

Поскольку вершина В симметрична относительно 
прямой КВ вершине А, а вершина С — вершине В, то 
прямая КВ — ось симметрии тетраэдра. Отрезок ВС сим- 
; метричен отрезку Л В, поэтому середина 0 отрезка ВС 
симметрична середине Р отрезка ЛВ. Прямая ВО про- 
ходит через точки В и 0, симметричные относительно 
прямой КВ, пересекается с этой прямой и перпендику- 
лярна ей, что и требовалось доказать. 

Второе доказательство. Вокруг каждого 
тетраэдра можно описать параллелепипед, то есть по- 
строить такой параллелепипед, что диагонали его проти- 
воположных граней будут совпадать с противоположными 
ребрами тетраэдра (рис. 30). Если противоположные 
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ребра тетраэдра равны, то равны и диагонали каж- 
дой грани описанного параллелепипеда. Следовательно, 
грани имеют форму прямоугольников и описанный па- 
раллелепипед прямоугольный. 

Известно, что прямоугольный параллелепипед обла- 
дает тремя взаимно перпендикулярными осями симмет- 
рии, проходящими через центры его противоположных 



граней. Те же самые прямые служат осями симметрии 
тетраэдра, вписанного в прямоугольный параллелепи- 
пед, поскольку проходят через середины противополож- 
ных ребер тетраэдра и перпендикулярны этим ребрам. 

30. Когда кружок катится по обручу, точки, обра- 
зующие его границу, поочередно становятся точками 
касания кружка и обруча. По условиям задачи кружок 
катится по обручу без проскальзывания. Это означает, 
что длина дуги Р ( }, заключенной между двумя точ- 
ками Р и (3 на краю кружка, равна длине дуги обруча, 
с точками которой поочередно совпадали при качении 
точки дуги Р(2. 

Поскольку радиус кружка в 2 раза меньше радиуса 
обруча, то край кружка неизменно проходит через 
центр О обруча. 


90 


Выберем на границе кружка некоторую точку Р, 
Пусть в начальном положении кружка точка Р совпа- 
дает с точкой А обруча (рис. 31). Когда кружок катится 
так, что точки касания его края с обручем заполняют 
четверть обруча АВ, то соответствующие точки на гра- 
нице кружка (то есть точки, которые поочередно стано- 
вятся точками касания с обручем на дуге АВ) запол- 
няют половину окружности. Следовательно, когда 



Рис. 31. 


точка касания кружка и обруча совмещается с точкой В, 
точка Р находится в центре обруча О. Докажем, что, 
когда точка касания описывает четверть дуги обруча 
АВ, точка Р описывает радиус АО. Для этого предполо- 
жим, что в некоторый момент времени кружок касается 
обруча в точке О дуги АВ. Тогда центр 5 кружка совпа- 
дает с серединой отрезка 00, а точка Р занимает такое 
положение, что длины дуг и РО (каждая из которых 
меньше половины соответствующей окружности) равны. 
Следовательно, 


( 1 ) 


ААО0 = ^/.РР0. 


С другой стороны, по теореме о внешнем угле тре- 
угольника ^Р80 = ^Р08 + /.ОРЗ, а поскольку 
АОР8 = /1Р08, то 




^ РО5 = ^Р80. 


( 2 ) 


Из соотношений (1) и (2) получаем 


АР08= 4АО0. 

Следовательно, точка Р лежит на радиусе АО, 


Наоборот, если Р' — произвольная точка внутри от- 
резка АО, то существует такое положение кружка, при 
котором точка Р совпадает с точкой Р', при этом центр 
кружка находится в точке пересечения перпендикуляра, 
восставленного из середины отрезка ОР', с дугой 
окружности радиуса г с центром в точке О, лежащей 
внутри угла АОВ. 

Итак, мы доказали, что когда кружок катится по 
четверти окружности- обода АВ, то точка Р описывает 
радиус АО. При качении по дуге ВС кружок занимает 
положения, симметричные тем, которые он занимал при 
качении по дуге АВ относительно прямой ОВ. Следова- 
тельно, точка Р описывает радиус ОС, симметричный 
радиусу О А, то есть образующий вместе с радиусом АО 
диаметр АС обруча. При качении по остальной части 
обруча точка Р описывает диаметр СА, поскольку за- 
нимает положения, симметричные тем, которые он за- 
нимал при качении по дуге АВС относительно пря- 
мой АС. 

Итак, мы приходим к следующему заключению: при 
качении кружка по внутренней стороне обруча вдвое 
большего радиуса каждая точка на границе кружка опи- 
сывает определенный диаметр обруча. 

31. Если многочлен ѴС (х) = х 4 + х 3 + х 2 + х + 1 
представим в виде И 2 {х) — Ѵ 2 (х), где О {х) и V (л:) — 
многочлены неодинаковых степеней, то многочлен V [х) 
должен быть второй степени, а многочлен Ѵ{х) — пер- 
вой или нулевой степени. Следовательно, многочлен 
Ѵ 2 (х) не содержит членов выше второй степени, в силу 
чего два старших члена в многочлене С/ 2 (лг) должны 
совпадать с двумя старшими членами исходного много- 
члена ѴС(х), то есть Ю 2 (х) имеет вид х 4 + х г + . . . . Но 

тогда ІІ(х) представим в виде С (х) = х 2 + у х + а. Зная 
О (х), находим Е 2 (х): 

Ѵ 2 (х) = Ц*(х) -ѴС{х) = [х 2 + \х + аУ- 
— {х 4 + х 3 + Х 2 + Х+ 1) = (2а — |-)л: 2 + (а — 1)л: + а 2 — 1. 

Из выражения, полученного для Ѵ 2 {х), видно, что 
V {х) не может иметь нулевую степень, поскольку равен- 
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ства 2а — = О и а — 1=0 не могут выполняться од- 

новременно. Следовательно, Ѵ(х) должен быть много- 
членом первой степени. Это означает, что Ѵ 2 {х) — квад- 
ратный трехчлен с положительным коэффициентом при 
х 2 и нулевым дискриминантом: 

2а-|>0, (а-1) 2 -4(2а-|)(а 2 — 1) = 0. 

Второе условие после упрощения приводит к уравнению 
(а - 1)(4а 2 + 2а- 1) = 0, 

имеющему 3 корня: а = 1 иа = | (— 1 ± )• Условию 

з 

2а — > 0 удовлетворяет лишь корень а= 1. 

Итак, исходный многочлен допускает разложение 

* 4 + * 3 + * 2 + л:+ 1 =(У + |*+ і) 2 -(тѴ5 х )\ 

Решение задачи единственно. 

32. Условия задачи можно сформулировать несколь- 
ко иначе. Найти необходимые и достаточные условия, 
которым должны удовлетворять вещественные числа а, 
Ь, с для того, чтобы существовали числа х\ и <?, обла- 
дающие следующими свойствами: 

а) числа х\, *і<7 2 удовлетворяют исходному урав- 

нению (1); 

б) х\ и ^ — вещественные числа; 

в) хі Ф 0; 

г) <7 Ф 0, ^ ф 1, ^ ф — 1. 

Займемся сначала отысканием необходимых условий. 
Если числа х\ іл ^ обладают свойством (а), то выпол- 
няются соотношения Виета , , 

+ *!<7 + х і Я 2 = — а > 

х 2 д + ху + ху = Ь, (2) 

х 3 < 7 3 = — с. 

Обозначив для краткости через т то (единственное) 
вещественное число, для которого т ъ = —с, заменим 
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(3) 


систему соотношений ( 2 ) системой 

*і (1 + 4+ ф) = — а, 

Ая<\ + Я + <П=*Ъ, 
х^ — т. 

Эта система эквивалентна следующей: 

Г дгі(1 +7 + ^ 2 ) = — а, 

| ах^+Ь = 0, ( 4 ) 

ѵ од = т. 

Из второго и третьего соотношений системы (4) сле- 
дует, что 

Ь = — ат. (а) 

Итак, мы получили первое необходимое условие для 
коэффициентов исходного уравнения (1). Если это усло- 
вие выполнено, система соотношений ( 4 ) эквивалентна 
системе 


х \ 0 + <7 + ? 2 ) = — а, 
х { д = т. 


( 5 ) 


^Заменив в первом из соотношений (5) лсі <7 величи- 
ной т, получим эквивалентную систему 

Г Хі + /л <7 = — а — т, 

\х« = т. 


Обратившись к свойствам (в) и (г) чисел Х\ и < 7 , мы 
увидим, что следующее необходимое условие, которому 
должны удовлетворять коэффициенты а, Ь, с, имеет вид 
неравенства 

т ф 0. (р) 


Исключив хі из соотношений ( 6 ), получим урав- 
нение 

Щ 2 + (т+-д )<7 + т = 0. (7) 

Для того, чтобы уравнение (7) имело вещественные 
корни — свойство (б), — помимо неравенства т ф 0 
должно выполняться условие 

а 2 + 2 ат — 3 т 2 ^ 0. (у) 
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Поскольку — свойство (г ) — д ф \ и. д Ф — 1, то из урав- 
нения (7) мы получаем еще два необходимых условия, 
которым должны удовлетворять коэффициенты а, Ь, с: 

аф — Ът, (6) 

афт . (е) 

Однако следует иметь в виду, что при а = — 3 т 
и а = т трехчлен а 2 -{- 2 ат — 3 т 2 обращается в нуль. 
Это позволяет заменить условия (у), (б) и (е) одним 
условием 

а 2 + 2 ат — 3 т 2 > 0. (ц) 

Итак, мы получили 3 необходимых условия (а), (р), 
(іі), которым должны удовлетворять коэффициенты а, 
6, с уравнения (1). 

Докажем, что эти условия являются и достаточными, 
то есть что если выполняются условия (а), (р) и (г|), 
то существуют числа Х\ и д, обладающие свойствами 
(а), (б), (в) и (г). 

Действительно, в силу условий (Р) и (ті) уравнение 
(7) имеет два вещественных корня. Пусть <7 — один из 
них (тогда другой корень равен \/д). По условию (Р) 
дф®, а по условию (ті) дФ 1 и 17 ф — 1. Тогда из 
второго соотношения системы (6) получаем х\ — т/д, 
причем х\ — вещественное число, удовлетворяющее пер- 
вому соотношению системы (6). Кроме того, по условию 
(Р) Х\Ф 0. Если условие (а) выполнено, то система со- 
отношений (6) эквивалентна системе соотношений (2), 
Таким образом, найденные значения Хі и д удовлетво- 
ряют соотношениям (2) и, следовательно, обладают 
свойством (а). 

Условие (т|) означает, что число т заключено 
между а и — а/3. Поскольку т 3 = — с, то условия (а), 
(р), (ц) можно записать в следующем виде: 


Ь 3 = а 3 с, 
с ф 0, 


з а ' 

с заключено между — а л и 


(У) 


27 • 


Совокупность условий (У) служит ответом на вопрос 
задачи. 
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33. Семь натуральных чисел, образующих арифме- 
тическую прогрессию с разностью 30, можно записать 
в виде а, а + 30, а + 2 • 30, . . . , а + 6 • 30. 

Разность любых двух из этих чисел представима 
в виде 

Г = (а + к ■ 30) — (а + т • 30) = (к — т) • 30, 

где к и т — целые числа, причем 0 ^ к ^ 6, 0 < т ^ б, 
кф т, откуда — 6^6 — т < 6 и к — тф 0. 

Число ( к — т) • 30 не делится на 7, если множитель 
к — т не делится на 7, поскольку множитель 30 взаимно 
прост с числом 7. К такому выводу нас приводит фун- 
даментальное утверждение теории чисел, гласящее- 
«Если произведение аЬ целых чисел делится на целое 
число с, взаимно простое с множителем Ь, то множи- 
тель а делится на с». 

Следовательно, каждое из семи чисел а + к • 30, 
к — 0, 1, . . . , 6 при делении на 7 дает остаток, отличный 
от остатка, даваемого другими числами, и поэтому одно 
и только одно из них дает остаток, равный нулю, что 
и требовалось доказать. 

Аналогичным образом можно доказать и более об- 
щее утверждение: среди п целых чисел, образующих 
арифметическую прогрессию с разностью, взаимно про- 
стой с числом п, одно и только одно число делится на п. 

34. Рассмотрим треугольники АРВ и АРС. Воз- 
можны следующие 3 случая. 

а. Площадь каждого из треугольников АРВ и АРС 
меньше половины площади треугольника АВС. Так про- 
исходит, когда расстояния от точки Р до прямых АВ 
и АС меньше половины соответствующих высот тре- 
угольника АВС, то есть если точка Р лежит внутри 
Параллелограмма АРБЕ, вершины которого Р, О, Е сов- 
падают с серединами сторон АВ, ВС и СА треуголь- 
ника АВС (рис. 32). 

Если точка Р лежит на той диагонали АО паралле- 
лограмма, которая служит медианой треугольника АВС, 
то искомая точка С} совпадает с точкой О. 

Пусть точка Р лежит внутри одного из треугольни- 
ков АРБ и АЕО, например внутри треугольника АРО. 
Если ломаная АРС} удовлетворяет условиям задачи, то 
точка (} лежит внутри отрезка СО, а отрезок Р(2 пере- 
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секается с медианой Ай в некоторой точке 5. Тогда 
площадь четырехугольника АВ()Р равна площади тре- 
угольника АВЭ, поэтому площадь треугольника АВР 
равна площади треугольника С}50, и, следовательно, 
площади треугольников ЛРО и <2Р/3 равны. Отсюда мы 
заключаем, что прямая АС} параллельна прямой ВО. 


с 



Рис. 32. 

Таким образом, в рассматриваемом случае искомую 
точку <2 мы получим как точку пересечения луча, про- 
веденного из вершины А параллельно прямой Р/3, с от- 
резком ОС. Такая точка пересечения всегда существует, 
поскольку луч, параллельный прямой Р/3, лежит внутри 
угла ОЛС. 

б. Площадь одного из треугольников АВа и лгь, 
например треугольника АРВ, равна половине площади 
треугольника АВС. В этом случае решением задачи слу- 
жит ломаная АРВ. 

в. Площадь одного из треугольников АВВ и АВС, 
например площадь треугольника АРВ, больше половины 
площади треугольника АВС. Так происходит, когда 
точка Р лежит внутри треугольника ЕЭС (рис. 33). 

Если ломаная ЛР<3 удовлетворяет условиям задачи, 
то точка С лежит на стороне АВ и не совпадает с вер- 
шинами Л и В, а отрезок Р<3 пересекается с отрезком 
Л/3 в некоторой точке 5. В этом случае площадь тре- 
угольника АС}Р равна площади треугольника АВи, 
а потому площадь треугольника АВР равна площади 
четырехугольника 8С}вЪ. Проведем через вершину В 
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4 Зак. 933 


прямую, параллельную диагонали ф.0 четырехуголь- 
ника Она пересечет продолжение стороны 8Б 

в некоторой точке О. Тогда площади треугольников 
<2І>0 и <2Т>В равны, площадь четырехугольника ЗфВД 
равна площади треугольника 8С№, и, следовательно, 
треугольник А8Р равновелик треугольнику 8С}С, а тре- 
угольник АРО — треугольнику фРО . Это означает, что 
прямая РС параллельна прямой АВ. Таким образом, 


с 



построение ломаной ЛР<3 сводится к следующему. Про- 
ведем через точку Р прямую, параллельную прямой АВ, 
до пересечения в точке О с продолжением отрезка АО, 
а затем через точку О проведем прямую, параллельную 
прямой ОБ. Эта прямая пересекается с отрезком АВ 
в точке <3, которую и требовалось найти. Действительно, 

$АР<2 — $ азо. "Ь ^лр$ = ^лхд + Дхоа = 

“ 5 Л5Сг + Ззово = $АВВ — ~2 $АВС- 

35. Пусть точка В' симметрична точке В относи- 
тельно прямой ш. Если Р — произвольно выбранная 
точка прямой ш, то 

| АР — ВР | = | АР — ВР' К АВ'. 

В зависимости от положения точек А и В относи- 
тельно прямой т возможен один из трех случаев. 

а. Точки А тл В находятся на различных расстояниях 
от прямой т. Тогда точка В' отлична от точки А и пря- 
мая АВ' пересекает прямую т в некоторой точке М 
(рис. 34), лежащей внутри отрезка АВ', в силу чего 
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\АМ — В'М\ = АВ' и \АМ — ВМ\ = АВ'. Для любой 
точки прямой га, отличной от М, разность расстояний от 
нее до точек А и В меньше АВ'. Следовательно, точка 
М — единственное решение задачи. Прямая га совпа- 
дает с биссектрисой угла АМВ. 



' б. Точки А и В равноудалены от прямой га, но рас- 
положены несимметрично относительно га. В этом слу- 
чае точка В' отлична от точки А, а прямая АВ' парал- 



лельна прямой га. Для любой точки Р прямой га выпол- 
няется неравенство 

\АР-В'Р\< АВ'. 

Докажем, что на прямой га не существует такой 
точки, для которой разность расстояний до точек А я В 
была бы наибольшей. 

Пусть а, р, у — углы треугольника АВ'Р (рис. 35). 
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Применяя к треугольнику АВ'Р теорему синусов, по- 
лучаем 

В'Р — АР біп а — біп Р 

АВ' біп у 

Поскольку 

5ІП а — 8ІП р = 2 8ІП соз а + Р , 

А 2 


8ІП V = 2 ЗІП -у СОЗ , 5ІП-|- = СОЗ~1, 

то это равенство преобразуется к виду 


В'Р -АР 
АВ' 



Когда точка Р удаляется в бесконечность по пря- 
мой т в управлении, согласующемся с направлением 

вектора В' А, то значение правой части последнего ра- 
венства стремится к 1, поскольку а-> 180°, р->0°, у-»0°. 
Следовательно, разность В'Р — АР стремится к АВ'. 

Итак, мы выяснили, что длина отрезка АВ' служит 
верхней гранью разности | АР — ВР |, которой разность 
никогда не достигает. Это означает, что в случае б за- 
дача не имеет решения. 

в. Точки А и В расположены симметрично относи- 
тельно прямой т, точка В' совпадает с точкой А. 

В этом случае для любой точки Р прямой т выпол- 
няется равенство АР — ВР — 0 и любая такая точка яв- 
ляется решением задачи. 


36. Проведем через точку А прямую р, параллельную 
прямой т, а через точку С— прямую, параллельную 
прямой АВ. Осознании через Е точку пересечения этой пря 
мой с прямой р. Пусть о означает сферу, проходящую 
через точки А, В, С, Т>. Поскольку точки А, В , С, 
-О не лежат в одной плоскости (прямые тип скре- 
щиваются), то такая сфера существует и притом только 
одна. Четырехугольник АВСЕ представляет собой пря- 
моугольник, поскольку прямые АВ и СЕ перпендику- 
лярны прямым т и р. Три вершины А, В м С этого пря- 
моугольника лежат на сфере сг. Следовательно, четвер- 
тая его вершина Е также лежит на сфере о. Сфера а 
пересекается с плоскостью прямых п и р по окружно- 
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сти, проходящей через точки Л, В, Е. Таким образом, 
центр 5 этой окружности есть центр описанной окруж- 
ности треугольника АОЕ. Центр О сферы о лежит на 
прямой, перпендикулярной в точке 5 плоскости АОЕ 
и поэтому параллельной прямой АВ (поскольку АВ і. п 
и ЛВ_1_р). С другой стороны, точка О как равноудален- 
ная от точек А и В лежит в плоскости, проходящей че- 
рез середину отрезка АВ перпендикулярно ему, в силу 
чего расстояние 05 от точки О до плоскости АОЕ 

равно трАВ. Таким образом, точку О мы найдем, про- 
ведя через точку 5 прямую, параллельную прямой АВ, 
и отложив на ней отрезок 80 сі в направлении от 
А к В. 

Рассмотрим треугольник Л50. Угол при вершине 5—- 
прямой, гипотенуза ОА равна радиусу г сферы о, кото- 
рый требуется вычислить, 05 = уй, а катет 5Л равен 

радиусу описанной окружности треугольника А ЭЕ. Сле- 
довательно, 5Л — ВВ/2$іп ( /.ОАЕ) . Но из прямоуголь- 
ного треугольника ВВС (отрезок СЕ перпендикулярен 
плоскости АОЕ) получаем ОЕ 2 — ОС 2 — ЕС 2 = і 2 сі 2 , 
а угол ОАЕ равен углу <р меж ду скре щивающимися пря- 
мыми тип, поэтому 5Л = У / 2 — • #/2 зіпср. 

Поскольку стороны треугольника Л50 удовлетво- 
ряют соотношению О А 2 = ЗО 2 + 5Л 2 , то 

2 а 2 , і 2 — а 2 і 2 — л 2 со5 г ф 

г ' ~4 г" 4 зіп 2 ф 4 5іп 2 ф ' 

-\/і 2 — сі 2 соз 2 ф 
Г 2 зіп ф 

Заметим, что при заданных точках Л и В и прямых т 
и п существует бесконечно много отрезков СЕ) длины 
1>й соз ф (которая также задана) с концами, лежащими 
на прямых тип. Следовательно, существует бесконечно 
много сфер, проходящих через точки Л и В и пересе- 
кающих прямые типъ таких точках С и В, что 
СВ = I. Как показывает решение нашей задачи, ра- 
диусы всех таких сфер равны. 

Иллюстрацией к приведенным выше рассуждениям 
служит рис. 36, на котором рассмотренная нами кон- 
фигурация изображена в ортогональной проекции на 
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плоскость, содержащую взаимно перпендикулярные пря- 
мые АВ и ЛД в силу чего точки А, В, С и Б на проекции 
выбраны так, что АВ 1 АО. Точка 5 на рис. 36 опре- 
делена следующим образом (пунктирные линии). 

Совместим треугольник АОЕ с плоскостью рисунка, 
то есть с плоскостью АВО. Для этого повернем пло- 
скость АОЕ вокруг прямой п так, чтобы точка Е совпала 



Рис. 36. 


с некоторой точкой (Е) рисунка. При таком повороте 
ортогональная проекция каждой точки плоскости АОЕ 
движется по прямой, перпендикулярной прямой п. Точку 
(Е) мы найдем, построив точку пересечения перпенди- 
куляра, опущенного из точки Е на прямую п, и луча, 
проведенного из точки А и образующего с лучом АО 
угол ф. 

Пусть (5) — центр описанной окружности треуголь- 
ника АО(Е) и ( М ) — точка пересечения прямых А (5) и 
О(Е). Продолжив перпендикуляр, опущенный из точки 
(М) на прямую п, до пересечения в точке М с прямой 
ОЕ° и опустив на прямую п перпендикуляр из точки (5), 
найдем точку 5 как точку пересечения этого перпенди- 
куляра с прямой АМ. 

37. Из отрезков длиной а, Ь, с треугольник можно 
построить в том и только в том случае, если 

а + Ь — с> О, Ь + с — а> 0, с + а — Ь> 0. (2) 
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Требуется доказать, что если числа а, Ъ, с удовлетво- 
ряют неравенству (1) из условий задачи и положи- 
тельны (как длины отрезков), то выполняются неравен- 
ства (2), и наоборот. Для этого необходимо преобразо- 
вать неравенство (1). Записав его в виде 

а 4 — 2 (Ь 2 + с 2 ) а 2 + (Ь 2 — с 2 ) 2 < 0, (3) 

получим в левой части квадратный трехчлен относи- 
тельно а 2 . Корни этого трехчлена мы найдем по формуле 

а 2 = ( Ь 2 + с 2 ) ± V ( Ь 2 + с 2 ) 2 — ( Ъ 2 — с 2 ) 2 = 

= ( Ь 2 + с 2 ) ± 2 Ьс = (Ь ± с) 2 . 

Зная их, неравенство (3) можно записать в виде 
[а 2 ~(Ь + с) 2 ] [а 2 -(Ь- с) 2 ] < О, 

или 

(а + Ъ + с) (а — Ъ — с) {а Ъ — ■ с) (а — Ъ + с) < 0. 

Наконец, изменив знак второго множителя в левой ча- 
сти, получим неравенство 

(а + Ъ + с) (Ъ + с — а) {а + Ь — с) {а + с — Ь) > 0. (4) 

Если числа а, Ь, с удовлетворяют неравенству (1), а 
значит, и неравенству (4) и положительны, то а -(- Ь + 

с > 0. Следовательно, либо остальные три множителя 
в левой части неравенства (4) положительны, то есть 
выполняются неравенства (2), либо один из этих множи- 
телей положителен, а два других отрицательны. Второй 
случай невозможен, поскольку если бы, например, вы- 
полнялись неравенства Ь -\- с — а,<0, а-\-Ь — с<0, то 
при сложении их левых и правых частей в отдельности 
мы получили бы неравенство 2 Ь <; 0, из которого во- 
преки исходному предположению следовало бы, что 
Ь < 0. 

Таким образом, из неравенства (1) и условий а > 0, 
Ь > 0, с > 0 мы получаем неравенства (2). 

Наоборот, если числа а, Ь, с удовлетворяют неравен- 
ствам (2), то они удовлетворяют неравенству (1) и по- 
ложительны. Действительно, при сложении в отдельно- 
сти левых и правых частей, например двух первых 
неравенств (2), мы приходим к неравенству 2 Ь > 0, или 
Ь > 0. Аналогичным образом получаются и неравенства 
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а > О, с > 0, в силу чего а + Ь '+ с > 0. Следовательно, 
все множители в левой части неравенства (4) положи- 
тельны и неравенство (4) выполняется. Но тогда выпол- 
няется и эквивалентное ему неравенство (1). 

Примечание. Нетрудно убедиться в том, что если числа 
о, Ь, с удовлетворяют неравенству (1), то ни одно из них не 
равно нулю. Это означает, что доказанное выше утверждение 
можно было бы сформулировать следующим образом: неотрица- 
тельные числа о, Ь, с могут быть длинами сторон треугольника 
в том и только в том случае, если выполняется неравенство (1). 

38. Из условия (1) следует, что а Ф 0, Ь Ф 0, с Ф 0, 
(і “I - - Ъ -}- с ^Ф 0. 

Преобразуем равенство (1). Перенесем выражение 
1/(а + Ъ + с) в левую часть и умножим обе части полу- 
чившегося равенства на аЬс(а + Ь + с): 

(а + Ь + с) Ьс + (а + Ь + с) ас + (а + Ь + с) аЬ — аЬс — 0. 

Раскрыв скобки и расположив все члены в левой части 
равенства по степеням а, получим 

а 2 (Ь + с) + а(Ь + с) 2 + Ьс (Ь + с) — 0, 

(Ь + с) [а 2 + а {Ь + с) + Ьс] = 0 

и, наконец, 

( Ь + с) (с + а) (а-\- Ь) — 0. (3) 

Из равенства (3) следует, что два из трех чисел а, Ь, с 
равны по абсолютной величине, но имеют противополож- 
ные знаки. Пусть, например, Ъ — — а. Тогда Ь п = — а п 
при любом нечетном п, и равенство (2), принимающее 
вид \/с п — \/с п , выполняется. 

Примечание. Аналогичным образом можно доказать и 
более общее утверждение: если равенство (2) выполняется при 
некотором значении нечетного показателя степени п, то оно вы- 
полняется при любом нечетном п. 

39. а) При делении на 3 квадрат целого числа дает 
остаток 0, а если число делится на 3, и остаток 1, если 
число не делится на 3. Если бы ни а, ни Ь не делились 
на 3, то остаток от деления числа а 2 + Ъ 2 на 3 был бы 
равен 2, что в силу приведенного выше замечания невоз- 
можно, поскольку сумма а 2 + Ь 2 равна квадрату целого 
числа с. Следовательно, по крайней мере одно из чисел 
а и Ь делится на 3. 
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б) Предположим сначала, что а, б, с — взаимно про- 
стые числа, то есть не имеют общего делителя, который 
был бы больше 1. 

Тогда а, б — также взаимно простые числа. Действи- 
тельно, если бы какое-нибудь простое число р было бы 
общим делителем чисел а и б, то в силу 


( 1 ) 


а 2 + б 2 = с 


число р было бы делителем и числа с 2 и, следовательно, 
числа с вопреки предположению о том, что а, б, с — 
взаимно простые числа. 

Числа а и & не могут быть оба четными, поскольку 
они взаимно простые. Докажем, что они не могут быть 
и оба нечетными. Действительно, если бы а = 26+1, 
Ь = 21+1, то при делении на 4 число а 2 + Ь 2 = 4 (к 2 + 
+ /2) 4 (6 /) 2 давало бы остаток 2, в то время как 

число с 2 при делении на 4 может давать лишь остаток 
О или 1. Следовательно, одно из чисел а и б четно, а дру- 
гое нечетно. В этом случае число с нечетно. 

Предположим, например, что б — нечетное, а а — чет- 
ное число. Из соотношения (1) получаем 


с + Ь с — Ь 
2 ’ 2 



Поскольку числа бис нечетны, то (с + Ь)/ 2 и 
(с — Ь)/ 2 — целые числа. Их сумма равна нечетному 
числу с. Следовательно, одно из чисел (с + 6) /2, 
( с /2 четно, а другое нечетно и их произведение, рав- 

ное (а/2) 2 , — четное число. Отсюда мы заключаем, что 
а/ 2 — четное число, то есть а делится на 4. 

Остается рассмотреть случай, когда числа а, б и с 
имеют наибольший общий делитель сі > 1. Тогда а = 
= йа и Ъ = с1Ь и с = йс\, причем а\, Ъ\, с\ — целые вза- 
имно простые числа. Из соотношения (1) получаем: 
+а\ + +Ь\ = й 2 с\, откуда а\ + б 2 = с 2 . Согласно преды- 
дущему рассуждению в рассматриваемом случае одно из 
чисел а\ и б ь например а\, делится на 4. Тогда и число 
а = йа\ также делится на 4. 

Итак, мы доказали, что если числа а, б, с удовле- 
творяют соотношению (1), то по крайней мере одно из 
чисел а и б делится на 4. 

в) Число, не делящееся на 5, можно представить 
либо в виде 56 ±1, либо в виде 56 ± 2. Поскольку 
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(5й 2 ± 1) 2 = 256 2 ± 106 + 1, (56 ± 2) 2 = 256 2 ± 206 +' 4, 
то квадрат числа, не делящегося на 5, при делении на 5 
дает остаток 1 или 4. Если ни а, ни Ъ не делятся на 5, 
то остаток от деления о 2 + к 2 может быть равен лишь 
1 "Ь 1 = 2, (1 + 4) — 5 = 0, (4 + 4) — 5=3. С другой сто- 
роны, сумма а 2 + Ь 2 равна с 2 и, следовательно, при деле- 
нии на 5 может дать остаток только 0, 1 или 4. Таким 
образом, в рассматриваемом случае остаток от деления 
а 2 + Ь 2 — с 2 на 5 может быть равен только 0. Это озна- 
чает, что с 2 , а значит и с, делится на 5. 

Итак, по крайней мере одно из целых чисел а, Ъ, с, 
удовлетворяющих соотношению (1), делится на 5. 

4(Т Пусть АВС — прямоугольный треугольник 
= 90°), который требуется построить. Поскольку точки 
М, Я, Я попарно различны, катеты АС и ВС не равны. 



Пусть, например, АС > ВС. Тогда точка Я лежит меж- 
ду точками М и В, а точка Я — между точками Я и В. 
Следовательно, точка Я расположена между точками 
М и Я (рис. 37) . 

Поскольку 

+ МСЯ = + ЛСЯ - ^ АСМ = 45° - + А, 
а 

^ РСН = ^ АСН — А ЛСЯ = 

= 90° — ^ Л -45° = 45°- гГЛ, 

то СЯ — биссектриса угла при вершине С треугольника 
МСН. Отсюда мы заключаем, что МО ОН, поскольку 
МО : ЯЯ = МС : СЯ, а МС >> СЯ. К тем же результа- 
там приводит и предположение о том, что АС < ВС. 

Итак, задача имеет решение лишь в том случае, если 
точки М, Я, Я расположены так, что точка Я лежит 
между точками М и Я, причем МО > ОН. Эти условия 
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не только необходимы, но и достаточны. Действительно, 
вершину С мы найдем как точку пересечения окружно- 
сти Аполлония для отрезка МН и отношения МС ) : ОН 
с перпендикуляром, восставленным к прямой МН в 
точке Я, лежащей внутри окружности. Остальные вер- 
шины треугольника мы найдем, отложив на прямой МН 
по обе стороны от точки М отрезки МА = МС и МВ — 
= МС. Выполнив построение, мы получим треугольник 
АВС, удовлетворяющий условиям задачи. Действитель- 
но, треугольник АВС прямоугольный, поскольку его вер« 
шина С лежит на окружности с диаметром АВ, СМ — 
его медиана, СН — высота. Наконец, СО — биссектриса 
угла С, поскольку /.АСО = /.АСМ 4- /С МСО = /-А + 
.+ ^МСО = ^ ВСН + /ЯСЯ = ^ВСО. 

Задача имеет в плоскости рисунка два решения, сим- 
метричных относительно заданной прямой МН. 

41. Пусть № — многоугольник с периметром 2а. Вы- 
берем на границе многоугольника две точки А и В, де- 
лящие периметр на половины, то есть на две части 
длиной а. Тогда АВ < а (рис. 38). 



Докажем, что кружок радиусом а/2 с центром в сере- 
дине О отрезка АВ полностью накрывает многоуголь- 
ник ѴР. 

Воспользуемся рассуждениями от противного. Пред- 
положим, что кружок не накрывает многоугольник ѴС. 
Тогда часть многоугольника № выступает за границу 
кружка. Следовательно, существует такая точка С на 
границе многоугольника, что ОС > а/2. С отлична от 
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точек А и В, поскольку О А = ОВ<аІ2, и поэтому разби- 
вает одну из половин периметра, разделенных точками 
Л и В, на две части. Пусть р — длина той части, концами 
которой служат точки Л и С, а <7 — длина части с кон- 
цами в точках С и В. Ясно, что р -(- <7 = а. Поскольку 
р ^ АС и д ^ СВ, то 

а = р + р>АС + СВ. (1) 

Пусть С' — точка, симметричная точке С относи- 
тельно точки О. Поскольку точке В относительно точки 
О симметрична точка Л, то ВС = АС' и поэтому 

АС + СВ = АС + АС > СС = 2 ОС > а, 

или 

а<АС + СВ. (2) 

Из неравенств (1) и (2) получаем противоречие: 
а > а. Следовательно, предположение о том, что кружок 
не накрывает многоугольник Г, ложно. Тем самым 
утверждение задачи, противоположное принятому пред- 
положению, доказано. 

Примечание 1. На рис. 38 точка С лежит вне пря- 
мой АВ, однако приведенные выше рассуждения остаются в 
силе и в том случае, когда точки А, В и С лежат на одной 
прямой. 

Примечание 2. Если диаметр кружка меньше а (и ра- 
вен, например, а — Л, где 0 < (1 < а), то таким кружком можно 
накрыть не всякий многоугольник диаметром 2а. Например, им 
нельзя накрыть треугольник со сторонами 

й а . й а . <1 

2 * 2 4 > 2 ' 4 9 

поскольку а — с?/2 > а — (і. 

Примечание 3. Справедливо более общее утверждение: 
кружком диаметром а можно накрыть любой участок плоскости, 
ограниченный произвольной кривой длиной 2а. 

Это утверждение доказывается так же, как и утверждение 
задачи. 

42. Задача сводится к задаче из планиметрии. Выбе- 
рем на плоскости а точку 5, отличную от основания 5 0 
перпендикуляра, опущенного из центра О сферы на а 
(рис. 39). 

Плоскость В 0 ОВ перпендикулярна плоскости а, пере- 
секается с а по прямой р, с заданной сферой — по ок- 
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ружности к радиусом Я и с конусом, касающимся сферы, 
с вершиной в точке 5 — по паре касательных 5ЛІ и ЗЫ 
к окружности к. Центр окружности, по которой конус 
касается сферы, совпадает с серединой С хорды МЫ. 
Когда точка 5 пробегает прямую р, точка С описывает 
некоторую линию I. Геометрическим местом точек С в 
пространстве служит поверхность, образующаяся при 
вращении линии / вокруг прямой ОЗо. Итак, решение 
задачи сводится к отысканию линии /. 



Рис. 39. 


Чтобы найти ее, проведем из точки 8о касательные 
5оМ 0 и ЗоЫо к окружности к. Пусть Со — середина хор- 
ды М 0 Ыо ■ Элементы прямоугольных треугольников 0М5 
и 0Мо8о удовлетворяют соотношениям 


ОС ■ 03 = ОМ 2 = Я 2 , 
ОСо • 08о = ОМо = Я\ 


откуда 


ОС • 08=ОС 0 - 03 0 , 


ОС 08 0 
ОС^ = 05 


= соз и 505 0 ) = соз и СОС 0 ), 

0 ОС = ОС 0 соз и СОС 0 ). 


Следовательно, точка С есть основание перпендикуляра, 
опущенного из точки Со на прямую 05, то есть угол 
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ОССо — прямой. Когда точка 5 описывает прямую р, 
точка С движется по окружности с диаметром ОС 0 , при- 
чем пробегает все точки этой окружности за исключе- 
нием точки О. Таким образом, геометрическое место то- 
чек С в плоскости окружности к представляет собой 
окружность с диаметром ОСо, из которой выколота 
точка О, а геометрическое место точек С в простран- 
стве— сфера с диаметром ОС 0 , из которой выколота 
точка О. 

Примечание 1. Из соотношения ОС = к 2 /О 8 следует, 
что точка С — образ точки 5 при инверсии относительно окруж- 
ности к. Решение задачи следует непосредственно из теоремы 
о том, что образом прямой при инверсии служит проходящая 
через центр О инверсии окружность с выколотой точкой О. 

Примечание 2. Аналогичную задачу можно поставить 
и для случая, когда плоскость а пересекается с заданной сфе- 
рой или касается ее. Способ решения остается таким же, как и 
в рассмотренном нами случае. 

43. Пусть я — число, которое требуется найти. Тогда 
х— 1000а + 100а + 106 + Ъ, 

где а и Ъ — целые числа, удовлетворяющие неравенствам 
0 < а ^ 9, 0 < 6 < 9. Число х делится на 1 1, поскольку 

х = 1 100а + 116= 11 (100а +6). 

По условиям задачи х — квадрат целого числа. Следова- 
тельно, если число х делится на 11, то оно делится и на 
II 2 , поэтому число 

100а + 6 = 99а + (а + 6) 

делится на 11. Но тогда а + 6 делится на 11, а посколь- 
ку 0 < а + 6 ^ 18, то а + 6 = И. Таким образом, 

х= 1 1 2 (9а + 1). 

Из этого разложения видно, что 9а + 1 — квадрат 
некоторого натурального числа т: 

9а + 1 = т 2 . (*) 

Поскольку 9а + 1 < 82, то т ^ 9. 

Равенство (*) можно представить в виде 

9а = (т + 1) (т — 1). 
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Из этого равенства следует, что произведение {т+ 1)Х 
Х( т _1) делится на 9, а поскольку на 3 делится не 
более чем одно из чисел т — 1, т+ 1, то одно из них 
делится на 9. Учитывая, что натуральное число т мень- 
ше 10, получаем т + 1 = 9, откуда т => 8. Итак, а — 7, 

Ь — 4 и число, о котором говорится в условиях задачи, 
равно 7744 = (88) 2 . 

44. Пусть 

Ѵ* + Ѵу + У^ = да 

(по условиям задачи да — рациональное число). Тогда 

У* + У у = ® ~~ У г . 

Возводя правую и левую части этого равенства в 
квадрат, получаем 

х + у + 2 V Ту — да 2 — 2да У 2 + 2 , 

откуда 

2д/^ = да 2 + г — х — у — 2да У*. (1) 

Возводя еще раз обе части равенства (1) в квадрат, по- 
лучаем 

4 ху = (да 2 + 2 — л: — у) 2 + 4да 2 г — 4да (да 2 + 2 — х — у) Уг, 
откуда 

4да (да 2 + 2 — х — у) У 2 =* 

— (да 2 + г — х — у) 2 + 4да 2 г — 4ху. (2) 

При да (да 2 + 2 — х — у) ^ 0 из равенства (2) следует, 
что 

/— (а ѵ 2 + г — х — у) 2 + 4а> 2 г — 4дсу 

ѵ 2 4вв (да 2 + 2 — х — у) ’ 

Таким образом, в этом случае У 2 — рациональное 
число. 

При да (да 2 + 2 — * — у) = 0 возможен один из сле- 
дующих случаев. _ _ _ 

а) Если да = 0, то -у/ х = У У = Ѵ 2 = 0- 

б) Если да =7^=0, то да 2 + 2 _— л: — г/ = 0._Тогда из ра- 
венства (1) получаем: 2 Уху = — 2да Уг . Поскольку 
числа 2 Уху и 2даУг~ неотрицательны, то из последнего 
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равенства следует, что они равны нулю, то есть 
2а ѵу/г =0. Но ю=И=0, поэтому_Ѵ' г =0. 

Итак, мы доказали, что -\/ г — рациональное число. 
Аналогичным образом можно убедиться в том, что 
л/ х и V У — также рациональные числа. К этому за- 
ключению приводит симметрия выражения у/ х + -у/ у + 
+ л/г . 

ГТ р и м е ч а н и е. Справедливо общее утверждение: если Х\ 

*2 х п и -у/*! + У*2 + ... +У*« — рациональные числа, то 

числа У ЛГ| , У* 2 ,..., Уж л —также рациональны. 

45. Предположим, что если л: — целое число, то 
/(*) = ах 2 + с — также целое число. Тогда 

1) Д0) = с, следовательно, с — целое число; 

2) /(1) = а + Ь + с, откуда а + Ь ==- /(1) — с, .следо- 
вательно, а + Ь — целое число; 

3) /(2) = 4а + 2Ь + с, откуда 2а = Д2) — 2(а -Д 
!+&) — с, следовательно, 2 а — целое число. 

Наоборот, если 2а, а + Ь и с — целые числа, то квад- 
ратный трехчлен ах 2 + Ьх + с при любом целом х при- 
нимает целые значения. Действительно, 

ах 2 + Ьх + с = ах 2 — ах + ах + Ьх + с = 

= ал: (а: 1) + (а + Ь) х + с = 2а • —' У — — + (а + &)*-{- с. 

Число л: (л: — 1)/2 целое, поскольку числитель л: (л: — 1) 
как произведение двух последовательных целых чисел 
четен. Таким образом, значение ах 2 + &х + с предста- 
вимо в виде суммы трех целых чисел и, следовательно, 
целое. 

Примечание. Нетрудно доказать, что многочлен ах 3 + 

+ Ьх г + сх + сі принимает Целые значения при любом целом х 

в том и только в том случае, если 6а, 26, а -)- 6 + с и — целые 

числа. 

46. Предположим, что выпуклый четырехугольник 
АВСй (рис. 40) удовлетворяет условиям задачи. 

1) Поскольку по условиям задачи в четырехугольник 
АВСй можно вписать окружность, то суммы противоле- 
жащих сторон четырехугольника равны: 

АВ + ОС = АО+.ВС. 
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( 1 ) 


2) Кроме того, по условиям задачи существует ок- 
ружность, касательная к продолжениям сторон четырех- 



угольника ЛОСО. Это означает, что (в обозначениях, 
принятых на рис. 40) выполняются соотношения 

ЛО = АМ — ВМ, 

ВС = ВЫ - СіѴ, 

ОС = ОР — СР, (2) 

ч ло = л<2 — 0(2. 

Из соотношений (2) получаем 

АВ — ОС = ЛМ - ОМ - ОР + СР, 

ЛО — ОС = Л(2 — 0(2 — ВЫ + С2Ѵ. 

а поскольку по известной теореме о касательных к 
окружности 

ЛМ = Л(2, ОМ = ОМ, СЫ = СР, ОР = 0(2, 
то 

Л0-ОС = ЛО-ОС. (3) 

Складывая и вычитая отдельно левые и правые сто- 
роны соотношений (1) и (3), находим: 

ЛО = ЛО, ОС = ОС. (4) 

Из соотношений (4) следует, что четырехугольник ЛОСО 
представляет собой так называемый дельтоид. Посколь- 
ку диагонали дельтоида взаимно перпендикулярны 
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(вершины В и Б расположены симметрично относи- 
тельно диагонали АС), то тем самым утверждение за- 
дачи доказано. 

В приведенном выше решении имеется пробел: при 
выводе соотношений (2) мы использовали рис. 40, не 
задумываясь над тем, всегда ли относительное располо- 
жение вершин четырехугольника и точек касания про- 
должений его сторон с дописанной окружностью оста- 
ется таким, как на рис. 40. Точнее говоря, осталось не- 
выясненным, всегда ли можно обозначить вершины 
выпуклого четырехугольника, обладающего дописанной 
окружностью, в том порядке, в котором они встречаются 
при обходе периметра, буквами А, В, С, Б так, чтобы 
точки касания дописанной окружности с продолжениями 
сторон четырехугольника находились на лучах АВ, ВС, 
БС, АБ (первая буква означает вершину, из которой 
исходит луч), как это изображено на рис. 40. Докажем, 
что в действительности все обстоит именно так. 

Рассмотрим одну из сторон данного выпуклого четы- 
рехугольника и прямую т, на которой лежит эта сто- 
рона. Будем различать два случая. 

а. Четырехугольник и дописанная окружность распо- 
ложены по одну и ту же сторону от прямой т. Пусть 
М — точка касания прямой т с окружностью. Вершины 
четырехугольника, лежащие на прямой т, обозначим 
А и В так, чтобы точка М оказалась на луче АВ. Осталь- 
ные вершины обозначим Си!) так, чтобы при обходе 
четырехугольника они встречались в последовательности 
А, В, С, Б. Наконец, точки касания прямых ВС, СБ, БА 
с дописанной окружностью обозначим соответственно 
N. Р, <2. 

Тогда N будет лежать на луче ВС, а точка 0— -на 
луче АБ, поскольку точки Си Д а также Б и Б нахо- 
дятся по одну и ту же сторону от прямой т. Точка Р 
окажется на луче БС, так как точки Б и Р расположены 
по разные стороны от прямой ВС (поскольку четырех- 
угольник и дописанная окружность лежат по разные 
стороны от прямой ВС). Итак, мы пришли к такому рас- 
положению вершин и точек касания, которое изображено 
на рис. 40. 

б. Четырехугольник и дописанная окружность распо- 
ложены по разные стороны от прямой т. Пусть N — 
точка касания прямой т с дописанной окружностью, а 
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вершины четырехугольника, лежащие на прямой т, обо- 
значим В и С так, чтобы точка N оказалась на луче ВС. 
Остальные вершины обозначим И и А так, чтобы при 
обходе четырехугольника они встречались в последова- 
тельности В, С, О, А. Наконец, точки касания прямых 
СО, БА, АВ с дописанной окружностью обозначим Р, 
О, М. Как и в п. а, нетрудно проверить, что точки Р, <3, 
М лежат на лучах БС, БА, АВ. 

Примечание 1. Если четырехугольник -АВСй — дельтоид, 
то его диагонали взаимно перпендикулярны, но не наоборот, 
поскольку четырехугольник с взаимно перпендикулярными диа- 
гоналями является дельтоидом лишь в том случае, если одна 
из диагоналей служит осью его симметрии. Таким образом, в 
приведенном выше решении мы доказали более сильное утвер- 
ждение, чем то, которое содержится в задаче. 

Примечание 2. Справедливо и обратное утверждение. 

Если четырехугольник — дельтоид (выпуклый, но отличный 
от ромба), то существует не только вписанная окружность, ка- 
сающаяся его сторон, но и окружность, касающаяся продолже- 
ний его сторон. Это следует из того, что одна из диагоналей 
дельтоида, например АС, лежит на оси его симметрии. Вслед- 
ствие симметрии окружность с центром на прямой АС, касаю- 
щаяся сторон АВ и ВС (или продолжений сторон АВ и ВС), 
касается и сторон Ай и ІЭС (или продолжений сторон Ай и 
Г>С). 


47. Доказательство необходимо провести лишь для 
случая, когда прямая МN не параллельна основанию 
треугольника. 

Выбрав обозначения так, как показано на рис. 41, 
применим к треугольникам МК8 и N08 теорему си- 
нусов: 


Д5 = М5-^- = М5 

зіп а 


5іп (а — со) 
зіп а 


5І = 5іѴ 


зіп у 
зіп а 


ДІ 5 . зіп (а + со) 

зіп а 


Тогда 

КѲ = К8 + 8Ь = М8 8Іп(а - ю) + 5Іп (а + ю) = 

' 1 с і п а 


зіп а 


М8 


2 зіп а соз а> 


зш а 


; 2М5 соз (х>. 


или 


КО = ЛДѴ соз со. 
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Поскольку угол (о равен углу наклона отрезка МЫ 
к основанию треугольника, то последнее равенство озна- 
чает, что длина ортогональной проекции отрезка МіѴ на 



основание треугольника равна длине отрезка КЕ. Тем 
самым утверждение задачи доказано. 

48. Выберем в плоскости, содержащей прямые т и 
АВ, точку С, расположенную по другую сторону от пря- 
мой т, чем точки А и В. 



Выполним последовательно следующие построения. 
Проведем отрезки АС и ВС, пересекающие прямую т 
соответственно в точках О и Е; отрезки АЕ и ВО, пере- 
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секающиеся в некоторой точке Р ; прямую СР, пересе- 
кающую отрезки АВ и БЕ соответственно в точках 5 ,и 
Т; отрезок 80, пересекающийся с отрезком АЕ в точке 
С, и отрезок 8Е, пересекающийся с отрезком ВО в точке 
Я; наконец, прямые СО и СН, пересекающие отрезки 
АВ и ОЕ соответственно в точках М, N и Р, ф (рис. 42). 

Докажем, что точки М и Р делят отрезок АВ на 3 
равные части. 

Прямую т можно рассматривать как образ прямой 
АВ при гомотетии относительно Точки С, а также при 
гомотетии относительно точек Р, О, Н. 

При гомотетии относительно центра С, а также цент- 
ра Р справедливы соотношения 

А8__ОТ_ АЗ___ЕТ_ 

8 В — ТЕ И 8В Тй 

Умножая отдельно их левые и правые части, получаем 



откуда 

Л5 = 5В = уАЙ. (1) 

При гомотетии относительно центра С и центра О 
справедливы соотношения 

АМ йы /).ѵ _ 8М 
АВ ~ йЕ И йЕ — ЗА ' 

откуда 

АМ _ 8М 
АВ ~ 

а в силу соотношения (1) 

АМ = 2/И5, 

и поскольку АМ + М8 = у АВ, то 

ЛМ = уЛВ. (2) 

Аналогично доказывается и соотношение ВР = \-АВ. 

О 

Примечание. Имея заданную прямую т, параллельную 
прямой АВ (и отличную от нее) и пользуясь только линейкой, 
отрезок АВ можно разделить на п равных частей ( п — любое 
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натуральное число). Доказательство этого утверждения сво* 
дится к доказательству двух следующих утверждений. 

1. Если указанное построение можно провести при некото- 
ром натуральном п, то оно осуществимо и при любом натураль- 
ном р < л. Действительно, предположим, что отрезок АВ раз- 
делен на п равных частей и М — точка деления, для которой 
АМ=(р/п)АВ. Выберем точку С по другую сторону от пря- 
мой т, чем отрезок АВ. Проведя отрезки, соединяющие точки 
деления отрезка АМ с точкой С, получим на прямой т отре- 
зок ОЕ, разделенный на р равных частей. Пусть С' — точка пе- 
ресечения отрезков ВЕ и АС. Проведя прямые через точку С и 
точки деления отрезка ДЕ, получим разбиение отрезка АВ на 
р равных частей. 

2. При помощи одной только линейки можно найти сере- 
дину отрезка АВ, если воспользоваться построением, описанным 
в п. 1 (точка 5 на рис. 42). Следовательно, отрезок можно раз- 
делить на 2 к (к — любое натуральное число) равных частей. 
Ясно, что для данного п можно выбрать к так, чтобы выполня- 
лось неравенство 2* > п. 

49. Требуется доказать, что если а — натуральное 
число, больше 1, то число 

N = (а 3 - I) а 3 (а 3 + 1) 

делится на 504 = 7- 8- 9. Поскольку любые два из трех 
чисел 7, 8 и 9 взаимно простые, то задача сводится к до- 
казательству делимости N на каждое из них в отдель- 
ности. 

а. Число а можно представить в виде а = 7к + г, где 
к — натуральное число, а г — одно из чисел 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6. Тогда а 3 == 7 3 к 3 + 3-7 2 к 2 г + 3-7 кг 2 + г 3 . Это озна- 
чает, что при делении на 7 число а 3 дает такой же оста- 
ток, как и г 3 . Но г 3 — одно из чисел 0, 1, 8, 27, 64, 125, 
216, поэтому остаток от деления числа а 3 на 7 равен од- 
ному из чисел 0, 1, 6. Отсюда следует, что одно из чисел 
а 3 , а 3 — 1, а 3 + 1 заведомо делится на 7. 

б. Для доказательства делимости числа (V на 8 до- 
статочно заметить, что когда число а четно, то а 3 делится 
на 8, а когда число а нечетно, то а 3 — 1 и а 3 +’ 1 — два 
последовательных четных числа, в силу чего одно из них 
делится на 4, а их произведение — на 8. 

в. Число а можно представить в виде а = 31 + 5, где 
I — натуральное число или нуль, а 5 — одно из чисел 
0, 1, 2. Тогда а 3 = З 3 / 3 + 3 • 3 2 / 2 5 + 3 • 3/5 2 + 5 3 , откуда 
видно, что при делении на 9 число а 3 дает такой же 
остаток, как и число 5 3 , то есть 0, 1 или 8. Следова- 
тельно, одно из чисел а 3 , а 3 — 1 или а 3 ^ 1 делится на 9. 
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50. Выберем на плоскости прямоугольную систему 
координат ХОУ и рассмотрим п единичных векторов 

ОА и ОА 2 , . . . , ОА п _ ь ОА п , образующих с осью ОХ 
углы 2л/п, 4л/п, . . . , (2 п — 2) л/п, 2 пп/п (рис. 43). Пусть 

V — сумма этих векторов: 

V = ОАі ОА 2 А~ ... + ОА п _і + ОА п . 

Разложим каждый из векторов СМ,- и вектор V на 
две составляющие (проекции), параллельные осям ОХ и 



ОУ. Составляющие вектора СМ,- равны соответственно 

соз(2 іп/п) и зіп(2йт/п). Составляющие вектора V обо- 
значим Хи У. Тогда 

ѵ 2я . 4 я , . (2п — 2) я , 2 пп 

X = СОЗ (- СОЗ ... + СОЗ К соз 

п ' п 


■ 51П 


п 

2я 


хя ,, 4л , , . 

— + 5ІП — + ... + 51П 


(2 п — 2) я 


+ 5ІП 


п 
2пл 


Повернем систему п векторов СМ,- на угол 2 л/п во- 
круг точки О (поскольку п> 1, то угол поворота мень- 
ше 2я). На тот же угол 2 л/п повернется и сумма векто- 
ров, или вектор V. Нетрудно заметить, что после пово- 
рота мы получаем систему векторов, не отличающуюся 

от исходной, поскольку вектор ОА\ переходит в вектор 
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0А 2 , вектор ОЛ 2 — в вектор ОЛ 3 и так далее, наконец, 
вектор О А п - 1 переходит в вектор ОА п и вектор ОЛ„ — 

в вектор ОА\. Но если система векторов после поворота 
совпадает с системой векторов до поворота, то и сумма 
векторов после поворота должна быть тем же вектором 

-У 

V, что и до поворота. Следовательно, вектор V не изме- 
няется при повороте его вокруг точки О на угол 2п/п 
меныпе 2я. Таким свойством обладает лишь нулевой 
вектор, то есть вектор, стянутый в точку О. Обе состав- 
ляющие нулевого вектора равны нулю. Таким образом, 
X — О, У = 0. Тем самым утверждение задачи доказано. 

51. Выражение 

Р* = (1+*)(1+* 2 )(1+*4) ... (1+* 2 *) 

представляет собой произведение к + 1 двучленов. Ра- 
скрыв скобки, получим сумму 2 к+$ слагаемых. Отдельные 
слагаемые мы найдем, выбрав по одному члену в каж- 
дой скобке и составив их произведение. Таким образом, 
Р к можно рассматривать как сумму 2 к+1 различных сте- 
пеней переменной х, наименьшую из которых порождает 
произведение 1 • 1 • . . . • 1 = х°, а любая другая пред- 
ставляет собой произведение вида 

2 Й 1 х 2 к * . . х 2 к г _ х 2 к І + 2 к *+ ... +2 к г 

Не ограничивая общности, можно считать, что к\ < 
<к 2 < ... С к г . 

Рассмотрим показатели степени двух членов много- 
члена Ри — 1. Они имеют вид 

2*‘ + 2* 2 + ... и 2'Ч-2 1, + ... +24 

где 

к х <к 2 < ... <к г и Іі <1 2 < ... <1 3 , 

причем наборы натуральных чисел кі, к 2 , . . . , к г и 
/ь к, . . . , к не совпадают. Докажем, что показатели сте- 
пени выбранных нами членов не равны. 

Доказательство проведем от противного. Предполо- 
жим, что 

2*' + 2* 2 + ... +2*'=2'‘ + 2 /2 + ... +24 (1) 
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Равенство (1) можно записать в виде 
2 к '(і + 2 к2 ~ к '+ ... + 2*'~*0 = 

= 2 1 ' (і + г'*"' 1 + . . . + 2 1 °~ 1 '). (2) 

Поскольку числа к 2 — к\, . .., к г — к\, 1% — Іи • и 1\ 
положительны, то суммы, стоящие в скобках в обоих 
частях равенства (2) — нечетные целые числа. Поэтому 
из равенства (2) следует, что 

2 к ' - 2 й , 

откуда к\ = 1\. Таким образом, в правой и в левой ча- 
стях равенства (1) можно вычеркнуть первые члены. 
В результате мы получим укороченное равенство 

2 2 + ... + 2 кг = 2 І2 + ... + 24 ( 3 ) 

Повторяя — применительно к равенству (3) — приве- 
денные выше рассуждения, мы убедимся в том, что 

/?2 = / г - 

Продолжая «укорачивать» исходное равенство (1), мы 
в конце концов придем к заключению, что если оно вы- 
полняется, ТО Г — 5 и кі = и при любом і от 1 до г, то 
есть набор показателей к\, к 2 , .... к г совпадает с набо- 
ром показателей 1\, 1 2 , • • • , Но для двух различных 
членов многочлена Рк — 1 это невозможно. Следова- 
тельно, любые два члена многочлена Ри представляют 
собой различные степени х. Поскольку младший член 
многочлена Рк равен произведению 1 ■ 1 • ... Л=х°, его 
старший член равен х • х ? • х 4 ... х 2 * = * а * +І " 1 , а всего 
многочлен Ри содержит 2 к+х членов, то многочлен Рк 
является суммой всех степеней х от нулевой до 
(2*+і — 1)-й, то есть 

Р А = 1 + х + х 2 + ... +* 2 * +1 -‘. 

52. Будем придерживаться обозначений, показанных 
на рис. 44. Требуется доказать, что центр тяжести четы- 
рехугольника АВСй совпадает с центром тяжести че- 
тырехугольника МЫРС). Последний же представляет со- 
бой не что иное, как параллелограмм, поскольку прямые 
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т и ЯР ' (а также прямые 1—4 и 8—5) параллельны 
прямой АС, а прямые М( } и NР параллельны пря- 
мой ВЭ. у 

Определим прежде всего центры тяжести треуголь- 
ников АВС и АОС , на которые диагональ АС разбивает 
четырехугольник АВСО. Центр тяжести 5 треугольника 
АВС лежит на медиане ВК этого треугольника, причем 



В5-(*/ 3 )ВК. Поскольку треугольник 1В4 гомотетичен 
треугольнику АВС с коэффициентом 2:3, то точка 5 
совпадает с серединой отрезка 1—4. Аналогично можно 
показать, что центр тяжести Т треугольника АЭС сов- 
падает с серединой отрезка 8—5. 

Известно, что если фигура составлена из двух частей 
(не налегающих одна на другую), то центр тяжести 
такой фигуры лежит на отрезке, соединяющем центры 
тяжести обеих частей. Следовательно, центр тяжести 
четырехугольника АВСО лежит на отрезке ВТ и, значит, 
на прямой, проходящей через середины сторон М1Ѵ и (ЭР 
параллелограмма ММРС}. Точно так же центр тяжести 
четырехугольника АВСР должен лежать и на прямой 
проходящей через середины сторон М(Э и РА того же 
параллелограмма. Обе прямые, которым принадлежит 
центр тяжести четырехугольника АВСО, пересекаются 
в центре параллелограмма МЫР(Э, то есть в его центре 
тяжести. Следовательно, центры тяжести четырехуголь- 
ника АВСО и параллелограмма МЫРС} совпадают что 
и требовалось доказать. .’ 


Примечание. Утверждение задачи остается в силе и для 
невыпуклого четырехугольника. Доказательство проводится так 
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же, как и в случае выпуклого четырехугольника, с тем лишь 
различием, что если АС — диагональ, лежащая вне четырех- 
угольника АВСО (рис. 45), то центр тяжести четырехугольника 


В 



АВСО лежит не на отрезке Т 5, а на его продолжении за точ- 
ку 5. 

53. Доказательство утверждения задачи о плоскости, 
делящей пополам двугранный угол в тетраэдре, можно 
свести к доказательству аналогичного утверждения о 



биссектрисе угла в треугольнике. Рассмотрим ортого- 
нальную проекцию А'В'С'О' тетраэдра АВСО (рис. 46) 
на плоскость я, перпендикулярную ребру АВ. 

Проекции А', В' точек А, В совпадают, и проекция 
тетраэдра имеет вид треугольника А'С'О', причем угол 
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С'А'О' равен линейному углу двугранного угла с ребром 
АВ. Пусть М ' — проекция точки М, в которой плоскость, 
делящая пополам этот двугранный угол, пересекается 
с ребром СП. Прямая А'М' — биссектриса угла С'А'О', 
поскольку углы С' А'М' и М'А'й' равны линейным углам 
равных двугранных углов. По теорем-е о биссектрисе 
внутреннего угла в треугольнике 

СМ' А'С 
М'О' ~ А'О' • 

Поскольку проектирование не изменяет отношения длин 
отрезков на прямой, то 

С'М' _ СМ 
М'О' ~ МО • 


Отрезки А'С' и А'О' — проекции треугольников АВС 
и АВО. Следовательно, отрезки А'С' и А'О' можно рас- 
сматривать и как проекции высот треугольников АВС и 
АВО, опущенных на общую сторону АВ. Но эти высоты 
параллельны плоскости я, на которую спроектирован 
тетраэдр АВСО, и поэтому равны своим проекциям. 
Поскольку площади треугольников АВС и АВО, имею- 
щих общую сторону АВ, относятся как соответственные 
высоты, то 


5 АВС 


А'С 

~А г О г ‘ 


Приведенные выше соотношения позволяют привести 
это равенство к виду 


СМ 

л Ш 


5 АВС 
$АВО ’ 


что и требовалось доказать. 


54. Как известно, площадь многоугольника, описан- 
ного вокруг данной окружности, пропорциональна его 
периметру, поэтому утверждение задачи эквивалентно 
утверждению о том, что из всех четырехугольников, опи- 
санных вокруг данной окружности, наименьшую пло- 
щадь имеет квадрат. 

Пусть С? — квадрат, описанный вокруг данной окруж- 
ности К, АВСО — ■ отличный от квадрата четырехуголь- 
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ник, описанный вокруг той же окружности, и К' — 
окружность, описанная вокруг квадрата ( }. Для большей 
наглядности на рис. 47 квадрат и четырехугольник опи- 
саны вокруг двух разных окружностей, а не вокруг 
одной и той же окружности. 



Заметим, что по крайней мере одна вершина четырех- 
угольника АВСО должна лежать внутри окружности К', 
поскольку по крайней мере один из его углов больше 
прямого. 

Стороны квадрата отсекают от круга, ограниченного 
окружностью К' (мы будем обозначать круг так же, как 
и граничную окружность), четыре равных сегмента. 
Пусть 5 — площадь такого сегмента. Тогда 

пл. (2 = пл. К' — 45. (1) 

Прямые АВ, ВС, СО, ОА отсекают от круга К' такие 
же сегменты площадью 5. Поскольку по крайней мере 
одна из точек А, В, С, Д лежит внутри окружности К,', 
то по крайней мере два из этих сегментов перекры- 
ваются. Следовательно, площадь К' — 45 меньше пло- 
щади той части четырехугольника АВСО, которая лежит 
внутри окружности К', и тем более меньше площади 
всего четырехугольника АВСО: 

$АВСО > ПЛ. К' — 45. (2) 

Используя соотношение (1), получаем 

$АВСО > ПЛ. 

что и требовалось доказать. 
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Пр имечание. Аналогичным образом можно дока- 
зать и более общее утверждение: 

из всех многоугольников с одним и тем же числом 
сторон п, описанных вокруг данной окружности, наи- 
меньшим периметром обладает правильный много- 
угольник. 

55. Заметим, что утверждение (а) можно сформули- 
ровать так: в заданной числовой последовательности 
каждый пятый член, начиная со второго, делится на 5 и 
ни один другой член не делится на 5. Поскольку ач де- 
лится на 5, то это означает, что а п делится на 5 в том 
и только в том случае, если п — 2 + 5к, где к — любое 
натуральное число или нуль, откуда п — 2 = Ък. Это на- 
водит на мысль ввести новую нумерацию членов после- 
довательности так, чтобы старый номер п был связан 
с новым номером пг соотношением п = 2 + т ( пг при- 
нимает значения — 1, 0, 1, 2, 3, ...). Тогда , 

а„ = 3(т + 2) 2 +3(т + 2) + 7 = 

= Зт 2 + 15т + 25. 

Поскольку при целом т число 15т + 25 делится на 
5, то из соотношения для а п следует, что а п делится на 
5 в том и только в том случае, если число Зт 2 кратно 5. 
В свою очередь это возможно в том и только в том слу- 
чае, если т делится на 5, то есть если п = 2 + 5к, где 
/г — любое целое неотрицательное число. Тем самым 
утверждение (а) доказано. 

Утверждение (б) докажем от противного. Пусть су- 
ществует такое целое число I, что при некотором значе- 
нии индекса п 

а п = Зп 2 + Зга + 7 = / 3 . 

Число 3 п 2 + Зп + 7 = Зп (п + 1 ) + 7 нечетно, посколь- 
ку п(п+1) как произведение двух последовательных 
целых чисел четно. Следовательно, ^ 3 , а значит и I, — не- 
четное число (^= 2$+ 1, где 5 — целое число) и 

Зя 2 + Зн + 7 = 85 3 + 125 ? +б5+ 1, 
или 

Зп 2 + Зп + 6 = 85 3 + 125 2 + 65. 

Из последнего равенства видно, что 8« 3 (а значит, и $)' 
делится на 3, поскольку все остальные члены в обеих 
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частях равенства делятся на 3. Подставив 5 = Зг, по- 
лучим 

Зя 2 + Зя + 6 = 8 • 27 г 3 + 12 • 9г 2 + 6 • 3 г, 
или (после деления на 3) 

я 2 + я + 2 = 72г 3 + 36г + 6г. 

Мы пришли к противоречию, поскольку правая часть 
этого равенства делится на 3, а левая не делится. Дей- 
ствительно, при делении на 3 число я 2 + я + 2 дает 
остаток 2, если я — число вида 3 к или Зк + 2, и остаток 
1, если я имеет вид Зк-\- ■ 1, Тем самым утверждение (б) 
доказано. 

56. Докажем сначала следующее утверждение: если 
а и Ь — произвольные вещественные числа, а т и я — на- 
туральные числа одинаковой четности, то 

а т + Ь т а п + Ь п ^ а т+п + Ь т+п 

2 ' 2 ^ 2 ‘ (°) 

Для доказательства заменим неравенство (а) экви- 
валентным неравенством 

2 ( а т+п + Ь т+п ) - (а т + Ъ т ) (а" + Ъ п ) > О, 

которое после преобразования левой части можно запи- 
сать в виде 

(а т — Ъ т ) (а п — Ь п ) ^ 0. (р) 

Чтобы доказать неравенство (р) для чисел тип 
одинаковой четности, необходимо рассмотреть в отдель- 
ности два случая. 

а. Числа тип нечетны. 

При нечетном показателе степени с увеличением 
основания степень возрастает. Следовательно, если 
а ^ Ь, то а т ^ Ь т и а п Ъ п , а если а <. Ь, то а т <; Ь т 
и а п < Ь п . Таким образом, при нечетных тип неравен- 
ство (Р) выполняется. 

б. Числа яг и я четны: т = 2к, п — 21, где к и /— ц 
натуральные числа. 

Если а 2 ^ Ь 2 , то 

(а 2 ) к > (Ь 2 ) к и (а 2 ) 1 > (Ь 2 ) 1 

или 

а т ^ и а п > 6". 

Следовательно, неравенство (Р) выполняется. 
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Если а 2 < Ь 2 , то 

(а 2 )* < (Ь 2 ) к и (а 2 )' < (Ь 2 ) 1 , 

откуда 

а т < Ъ т и а п < Ь п . 

Следовательно, неравенство (Р) выполняется и в этом 
случае, что и требовалось доказать. 

В силу неравенства (а) для произвольных веще- 
ственных а и Ь справедливы неравенства 

а + Ь а 3 + Ь 3 ^ а* + Ь' 

2 ' 2 ^ 2 ’ 

а 3 + Ь г а 4 + 6 4 ^ а 6 + б* 

2 ' 2 2 

Умножая отдельно левые и правые части неравенств 
(2) и (3), получим неравенство (1), которое и требова- 
лось доказать. 

57. Подставив в уравнение 

ах 2 Ьх + с = О (і) 

х = у/а и умножив обе части его на а, получим урав- 
нение 

У 2 + Ьу + ас = 0 (2) 

с целочисленными коэффициентами. 

Если х — рациональное число, то и число у = ах ра- 
ционально. Следовательно, уравнение (2) так же, как и 
уравнение (1), имеет рациональный корень. Известно, 
что если уравнение с целочисленными коэффициентами, 
в котором коэффициент при старшем члене равен 1 . 
имеет рациональный корень, то этот корень — целое 
число. Таким образом, уравнение (2) имеет целочислен- 
ный корень у х . Но тогда другой корень у 2 уравнения (2), 
равный — Ь — ух, также выражается целым числом. По- 
скольку 

Уі + У2 = — Ь, УіУ2 = ас, 
то 

аЬс = уху 2 {ух + у 2 ). 

По крайней мере одно из чисел ух, у 2 , у\ -)- у 2 четно, 
поэтому произведение аЬс четно. Отсюда следует, что по 
крайней мере одно из чисел а, Ь, с четно. 
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Примечание. В приведенном выше решении мы считали 
известным утверждение о том, что если уравнение 

х п + а\Х п ' + ... + а л -і* + а л = 0> (У) 

где аі, а„ — целые числа, имеет рациональный корень 
х — 9/9, то число р/9 — целое. 

Его легко доказать. Не уменьшая общности, можно предпо- 
ложить, ч что р и 9 — целые взаимно простые числа. Подставляя 
в уравнение (У) корень х = р/9 и умножая обе стороны на 9\ 
получаем , 

р п + 0 \Р п *9 + ••• + о л -ір9 ге 1 + 0 /і 9 п = 0 . 

В левой части все члены, начиная со второго, делятся на 
и поэтому первый член также должен делиться на 9. Отсюда 
следует, что 9 = 1 или 9 = — 1 (в противном случае в разло- 
жении 9 нашелся бы простой множитель й ф 1, который был 
бы делителем числа р вопреки исходному предположению, со- 
гласно которому р и 9 — взаимно простые числа). Таким обра- 
зом, р/9 — целое число. 

58. Предположим, что два из заданных отрезков 

а\, а .2 а п , например, а\ и аг, не лежат на одной 

прямой и поэтому имеют лишь одну общую точку А. 
Если я* — любой из остальных отрезков, то по условиям 
задачи тройка отрезков а і, яг, я* имеет общую точку. 
Следовательно, отрезок я* должен содержать точку А, 
то есть А — общая точка всех отрезков. 

Если рассмотренное нами предположение не выпол- 
няется, то есть если любые два отрезка лежат на одной 
прямой, то все заданные отрезки лежат на одной и той 
же прямой. Поскольку любые три из них имеют общую 
точку, то и любые два из них также имеют общую точку. 
Чтобы доказать существование общей точки у всех от- 
резков, достаточно доказать следующее утверждение: 

если отрезки а\, яг, •••, а п (я ^ 2) лежат на одной 
прямой и любые два из них имеют общую точку, то 
существует точка, принадлежащая всем отрезкам, 

Докажем это утверждение методом математической 
индукции: 

а) при п — 2 утверждение заведомо верно; 

б) предположим, что оно верно при п = к ^ 2; 

в) тогда оно должно выполняться и при п = к-\-.\- 
По предположению (б) отрезки а\, аг, •••, .'йи 

имеют общую точку Р. Докажем, что существует точка, 


5 Зак. 933 
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принадлежащая отрезкам а и а 2 , .... а*+ь Пусть М и 
N — концы отрезка ац+\ (рис. 48) . 

Рассмотрим возможные положения точки Р относи- 
тельно точек М и N. 

Если точка Р лежит между точками М я N или сов- 
падает с одной из них, то Р — общая точка отрезков 
а ь а 2 , ..., а.к+і. Если точка М расположена межі^ точ- 
ками Р и У, то М — общая точка отрезков а\, а 2 , ... 
.... ак+ \. Действительно, каждый из отрезков аи а 2 , ... 

р м в. N 


Рис. 48. 

. . . , а к содержит точку Р, а также (в силу предположе- 
ния) некоторую точку (2 отрезка МЫ и, следовательно, 
должен содержать целый отрезок РС, }, а точка М принад- 
лежит отрезку РС}. Наконец, как показывают аналогич- 
ные рассуждения, если точка N находится между точ- 
ками М и Р, то N — общая точка отрезков аи а 2 , ... 
..., йк, ак+ 1 . Итак, из (а) и (б) следует, что утвержде- 
ние выполняется при любом п ^ 2. 

Примечание. Приведенное выше утверждение об отрез- 
ках, лежащих на одной прямой, является частным случаем важ- 
ной теоремы о выпуклых фигурах: 

если выпуклые фигуры Рі, Рг, .. ., Р п (п ^ к + 1 ) располо- 
жены в к-мерном пространстве так, что любые к + 1 из них 
имеют (по крайней мере одну) общую точку, то существует (по 
крайней мере одна) точка, принадлежащая всем фигурам. 

Это общее утверждение известно как теорема Хелли — Ра- 
дона. 

59. Утверждение, которое требуется доказать, можно 
свести к известному утверждению о том, что сумма рас- 
стояний от любой точки равностороннего треугольника 
до его сторон равна высоте этого треугольника. 

Проведем через вершины А, В, С данного треуголь- 
ника прямые, перпендикулярные соответственно сторо- 
нам АВ, ВС, СА. В обозначениях, показанных на рис. 49, 
мы получим равносторонний треугольник А'В'С', в ко- 
тором расстояния ОМ', ОМ', ОР' от точки О до сторон 
В'С', С'А', А'В' соответственно равны расстояниям от 
точек Р, М, N до вершин А, В, С, то есть 

АР — ОМ', ВМ = ОЛ/', СІѴ = ОР', 
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вследствие чего " і ' . • "--ѵг * 

АР + ВМ + С/Ѵ = ОМ' + ОМ' + ОР'. 

Сумма ОМ' + ОМ' + ОР' не зависит от положения точ- 
ки О и равна высоте треугольника А' В' С'. Если а — дли- 
на стороны треугольника АВС, то длина стороны тре- 


В' 



угольника А' В' С равна Ь — ал/З, а его высота равна 
Ьл/З /2 = За/2. Следовательно, А Р + ВМ + СМ = За/2 
независимо от положения точки О в треугольнике АВС, 
что и требовалось доказать. 

Примечание. Утверждение о том, что сумма расстояний 
кі, кг, к 3 от произвольной точки О равностороннего треуголь- 
ника АВС до его сторон равна высоте к этого треугольника, 
доказывается без труда. Если точка О выбрана внутри треуголь- 
ника АВС, то 5лвс = 5дов + 5 в ос + 5сов, откуда 5д в с — 
=а(кі + /г 2 + к 3 )/2, где а — длина стороны треугольника. Такое 
же равенство мы получим и в том случае, если точка О лежит 
на стороне треугольника АВС, но одна или две из длин Ни кг, 
к 3 обращаются в нуль. Таким образом, сумма длин к\ + кг + Лз 
равна отношению удвоенной площади треугольника АВС к дли- 
не его стороны, то есть высоте к треугольника АВС. 

60. Пусть а — длина стороны квадрата АВСО. Дли- 
ны боковых ребер пирамиды обозначим к, I, т, п так, 
чтобы выполнялись неравенства к ^ ^ т ^ п. 


5* 
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Каждый путь, начинающийся и кончающийся в точке 
5 и проходящий через все вершины квадрата АВСБ, 
можно условно записать в виде 


5 ... Г, ... Г 2 ...”Гз ... \Ѵ 4 ... 5, (1) 


где НД Ц7 2 , Ц7 3і \ѵ 4 означают вершины А, В, С, Д 
взятые в том порядке, в каком они встречаются по пути. 
Отрезок пути от вершины 5 до вершины ѴѴі не может 
быть короче ребра 5ЦРі, а отрезок пути от вершины №4 



Рис. 50. 


до вершины 5 не может быть короче ребра 5№ 4 . Длина 
обоих этих отрезков, взятых вместе, не может быть 
меньше суммы двух наиболее коротких боковых ребер, 
то есть меньше к + /. Отрезок пути от вершины до 
вершины ѴѴ 2 не может быть короче стороны квадрата 
ЛВСД то есть короче а. То же относится и к отрезкам 
пути от ѴР 2 до ѴРз и от Щ до № 4 . Таким образом, весь 
путь (1) не может быть короче к + / + За. 

Следовательно, если найдется путь, длина которого 
равна к + I + За, то он будет кратчайшим. Чтобы найти 
его, определим два наиболее коротких боковых ребра 
пирамиды. 

Проведем 4 оси симметрии квадрата АВСй (рис. 50). 
Они делят плоскость квадрата на 8 секторов I — VIII. 
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Проекция О вершины 5 пирамиды лежит внутри одного 
из секторов (например, внутри сектора /) или на его 
границе. По свойству прямой, проходящей через сере- 
дину отрезка перпендикулярно ему, справедливы нера- 
венства 

ол<ов<оо<ос. 

Следовательно, О А и О В — два кратчайших отрезка из 
отрезков О А, ОВ, ОС, СО; 5Л и 5В — два наиболее ко- 
ротких боковых ребра пирамиды (более короткой про- 
екции соответствует более короткая наклонная), а имен- 
но: 5Л = к, 8 В — I. Таким образом, путь 8АЭСВ8, 
имеющий длину 5Л + ЛО + ОС + СВ + В8 = к + I + 
За, — кратчайший из возможных. 

Если точка О лежит на луче МА, но не совпадает с 
центром квадрата М, то существуют 2 кратчайших пути 
5ЛОСВ5 и 8АВСБ8. Наконец, когда точка О совпа- 
дает с точкой М, то существуют 4 кратчайших пути. 
Ясно, что любой из путей можно проходить в двух на- 
правлениях. 

61. а. Предположим, что некоторое число х удовле- 
творяет обоим уравнениям 

Г х 2 + р { х + Ч\ = О, 

I х 2 + р 2 х + < 7 2 = О 


Необходимое и достаточное условие, о котором гово- 
рится в условиях задачи, мы найдем, исключив х из этих 
уравнений. Сделать это можно, например, следующим 
способом. 

Если р\фрі, то уравнения (1) можно разрешить 
относительно х и х 2 : 

х __ <7г — <7і д.2 __ Рі <72 — РгР 1 /2) 

Рг — Р і ’ Рг Р\ 

Следовательно, должно выполняться соотношение 

Р і <72 — Рг<7 1 _( <7г — <7і у /д\ 

Рг — Рі \Рг — рі)‘ К 

которое после несложных преобразований приводится к 
виду 

(Рі ~ Рг) (М 2 - Мі) + (<7і - <7г) 2 — 0. (4) 
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Если же рі — Рь то, вычитая из одного равенства (1) 
другое, мы получаем равенство свободных членов 
^\ — <? 2 = 0. Следовательно, соотношение (4) выпол- 
няется и в этом случае. Итак, соотношение (4) — необхо- 
димое условие того, чтобы уравнения (1) имели общий 
корень. Это же условие является и достаточным. Дей- 
ствительно, если р і Ф р 2 , то из соотношения (4) следует 
соотношение (3), в силу чего 




Рі — Рі 


( 5 ) 


— общий корень уравнений (2), а значит и уравнений 
(1). Если же р\ = рг, то из соотношения (4) мы полу- 
чаем равенство рі = р 2 . В этом случае оба уравнения 
(1) тождественны. 

Если коэффициенты р і, </і, р 2 , р 2 исходных уравнений 
(1) вещественны и удовлетворяют условию (4), то при 
рі Ф р2 их общий корень, определяемый соотношением 
(5), веществен. Следовательно, остальные корни урав- 
нений (1) также вещественны. При рі = р 2 оба уравне- 
ния имеют одни и те же корни, которые, однако, не 
обязательно вещественны. 

б. Если р і, < 7 і, р 2 , р 2 — рациональные числа и уравне- 
ния (1) имеют общий корень, но не тождественны, то 
Р1ФР2 и общий корень х\ уравнений (1) определяется 
выражением (5) и поэтому рационален. Остальные 
корни х 2 и х 3 уравнений (1) также рациональны, так как 
Х 2 = — рі —Хі И Х 3 = — р 2 — X]. 

62. Поскольку 2 5 > 5 2 , то при п = Ъ неравенство 
2" > п 2 верно. Предположим, что оно верно при некото- 
ром целом к > 4, то есть что 2 к > к 2 . Тогда 


2 к+ ' = 2 к 


2 > к 2 ■ 2 = к 2 + к 2 > к 2 + 2к + 1 = (к + I) 2 . 


Таким образом, неравенство 2 п > п 2 выполняется и при 
п = к-\- 1. Следовательно, по принципу математической 
индукции оно выполняется при любом целом п > 4. 

В приведенном выше доказательстве мы опирались 
на то, что при к > 4 справедливо неравенство к 2 >2к-\- 
+ 1. Действительно, неравенство к 2 >2к-\-\ эквива- 
лентно неравенству к {к — 2)>1, выполняющемуся при 
к > 4 и даже при к ^ 3. 
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При меч а н и е, Справедливо і более общее утверждение: 
если а — целое число больше 1, а п — целое число больше а 2 , то 

а п >п а . (1) 


Доказательство этого утверждения при а = 2 приведено 
выше. Предположим поэтому, что а > 2, и воспользуемся мето- 
дом математической индукции. При п = а 2 неравенство (1) вы- 
полняется. Действительно, а а при а > 2 больше, чем (а 2 )“ = 
= а 20 , поскольку из неравенства а > 2 следует, что а 2 > 2а. 

Предположим, что при некотором целом к ^ а 2 

а к > к а . 


Требуется доказать, что тогда а* +| > (к + 1)“- 

По предположению индукции а 6+| = а к -а > к а -а. Следова- 
тельно, достаточно доказать, что при а > 2 и к ^ а 2 выпол- 
няется неравенство &“-а > (6 + 1) я , или 



• а > 1. 


Но если а > 2. и й > а 2 , то 

1 


ЫтУ-Ч'-тттУ-О-тттЬ 


к “Н 1 




а 2 + 1 


- 1 > 1 , 


что и требовалось доказать *. 


63. I решение. Подсчитаем, сколько четырехзнач- 
ных чисел с неповторяющимися цифрами можно соста- 
вить из цифр 1, 2, ..., 9. Первую цифру С\ можно вы- 
брать девятью способами. После того как с і определена, 
вторую цифру с 2 можно выбрать восемью способами. 
Задав первые две цифры С\ и с 2 , мы сможем выбрать 
третью цифру с 3 семью способами, а после того, как 
определены первые три цифры с і, с 2 , с 3 , последней циф- 
рой с 4 могут оказаться еще 6 цифр. Таким образом, мно- 
жество всех допустимых чисел содержит 9- 8- 7 -6 эле- 
ментов. 

Для любого числа, принадлежащего этому множе- 
ству, в том же множестве существует вполне определен- 
ное число, каждая цифра которого дополняет соответ- 
ствующую цифру исходного числа до 10. Таким образом, 


* В доказательстве мы использовали утверждение о том, что 
если п — целое число больше 1 и А> — 1, то ( 1 + гі) " > 1 + псі. 
Это неравенство («неравенство Бернулли») нетрудно доказать мето- 
дом математической индукции. •' 
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все числа множества можно разбить на пары, объеди- 
нив в одну пару числа, у которых цифры, стоящие на 
одном и том же месте, в сумме дают 10, например 3562 
и 7548. 

Всего имеется (1/2) - 9- 8- 7-6 таких пар. Сумма чисел, 
образующих одну пару, равна 1000- 10 + 100- 10 + 

10-10 + 10= 11 ПО. Следовательно, сумма всех чле- 
нов, образующих рассматриваемое множество, равна 

-і-9-8-7-6-11 110= 16 798 320. 

II решение. Как подсчитано в I решении, всего су- 
ществует 9-8- 7-6 допустимых чисел. Столько же цифр 
приходится на каждый десятичный разряд этих чисел. 
В любом десятичном разряде каждая из девяти цифр 
встречается одинаковое число раз, а именно (9-8 -7- 6): 
•9 8-7-6 раз. Следовательно, сумма цифр, стоящих 

в любом десятичном разряде, равна 8-7-6П + 2 + 3 + 
+ 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) = 8-7-6-45, а сумма всех чи- 
сел — 8-7-6-45- 1 1 1 1 = 16798 320. 


64. Пусть Я — основание высоты правильного тетра- 
эдра АВСБ, опущенной из вершины Б, то есть центр его 
основания АВС, а М, Я, Р — точки пересечения плоско- 
сти, проходящей через прямую НО, с прямыми ВС 
СА, АВ. 

Углы а, р, у — это углы, образуемые отрезками МО, 
N0, РБ с их проекциями МН, Л/Я, РН на плоскость 
АВС, поэтому 




НО_ 

МН 




НИ 
NN ’ 


*еѵ = 


ЯЯ 
РН • 


( 2 ) 


Нетрудно проверить, что если а — длина ребра тет- 
раэдра, то 

ЯП = а . (3) 

Соотношения (2) и (3) позволяют преобразовать со- 
отношение (1), которое требуется доказать, к виду 

1 I I I 1 18 ... 

» МН 2 “ ЯЯ 2 ' РН 2 ~ а 2 ' . '41 


Мы видим, что утверждение задачи свелось к 
утверждению (4) из планиметрии о равностороннем тре- 
угольнике АВС (со стороной а), стороны которого ВС, 
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СА, АВ или их продолжения пересекаются в точках М, 
И, Р с прямой /, проходящей через центр Н треугольника 
(рис. 51). 

Поскольку точка Н находится внутри треугольника, 
то точки М, Ы, Р лежат на прямой / по ра’зные стороны 
от точки Н. Не уменьшая общности, предположим, что 
точка М лежит по одну, а точки N и Р. — по другую 



сторону от точки Н (точки N и Р могут, в частности, 
совпадать с вершиной А). Пусть Я, р, ѵ — углы, которые 
отрезки НМ, НИ, НР образуют с перпендикулярами, 
опущенными из точки Н на стороны ВС, СА, АВ^ Как 
известно, эти перпендикуляры имеют длину ал/з/ѣ и 
образуют между собой углы 120°. 

Поскольку 


НМ = 


а д/З 
6 соз Я ’ 


НИ = 


а Уз 

6 СОЗ р ’ 


НР = 


а V 3 

6 соз ѵ 


причем 

р + ѵ = 120°, Я -К М- == 60° 


и, следовательно, 

р = 60° — X, ѵ = 60° + Я, 
то 

1 , 1,1 


нм 2 


НЫ 2 — ИР 2 

! 2 

а 


= Ц- [соз 2 Я + соз 2 (60° - Я) + соз 2 (60° + Я)]. 
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При помощи известных соотношений для тригономет- 
рических функций нетрудно вычислить, что 

С05 2 Я + С05 2 (60° - Я) + С05 2 (60° + Я) = -| . 

Подставляя значение этой суммы в предыдущее равен- 
ство, получаем юг.п 

. 1 , 1)1 18 

НМ 2 "І - НН 2 ~г НР 2 ~ а 2 ' 

что и требовалось доказать. 

65. Чтобы приводимое ниже доказательство не зави- 
село от расположения точек на окружности, мы не будем 
в своих рассуждениях ссылаться на чертеж. 

Подвергнув фигуру Ф[ = {А, В, С, I), Е, Р} преобра- 
зованию симметрии относительно общей оси симметрии 
параллельных хорд АВ и йЕ данной окружности, мы по- 
лучим фигуру Ф 2 = {В, А, С', Е, Д Р'}. Буквы в скобках 
означают образы точек Л, В, С, Д Е, Р фигуры Ф,. Под 
действием преобразования параллельные хорды йС и 
АР перейдут в параллельные хорды ЕС' и ВР'. Подверг- 
нув затем фигуру Ф 2 преобразованию симметрии относи- 
тельно общей симметрии хорд ЕС' и ВР', получим фи- 
гуру Ф 3 = {р', А', Е, С', О', В). Наконец, подвергнув 
фигуру Ф 3 преобразованию симметрии относительно оси 
симметрии хорды ВЕ, получим фигуру Ф 4 = {Р", А", В, 
С", О", Е}. Фигура Ф 4 получилась из фигуры Фі при 
умножении (то есть последовательном выполнении) трех 
преобразований симметрии относительно трех прямых, 
лежащих в плоскости фигуры и проходящих через одну 
точку — центр О данной окружности. Известно, что про- 
изведение таких преобразований также является преоб- 
разованием симметрии относительно некоторой прямой, 
проходящей через точку О. Таким образом, фигуры Фі 
и Ф 4 симметричны относительно некоторой прямой. При 
этом преобразовании симметрии, переводящем Фі в Ф 4 , 
точка С переходит в точку В, а точка Р — в точку Е. 
Прямые ВС и ЕР, содержащие пары симметричных то- 
чек, перпендикулярны оси симметрии и, следовательно, 
параллельны. 

Примечание 1. Фигуры Фі и Ф 4 симметричны относи- 
тельно некоторой прямой. Следовательно, точка А" совпадает с 
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точкой ДЗ.аНючка В'^гс точкой Я, поскольку А" и В" — об- 
разы точек В и Я при этом преобразовании симметрии. 

Примечание 2. В приведенном выше решении мы сосла- 
лись на утверждение о том, что произведение преобразований 
симметрии плоскости относительно трех прямых, лежащих в 
этой плоскости и имеющих общую точку, есть преобразование 
симметрии относительно некоторой прямой, лежащей в той же 
плоскости. 

Доказать это утверждение можно следующим образом. 

Пусть а, Ь, с — три прямые, лежащие в данной плоскости 
и проходящие через точку О, а Я — произвольная точка плоско- 
сти. Образ точки Р при преобразовании симметрии относительно 
прямой а обозначим Р' и запишем 


5 а (Р) = Р'. 
Аналогично, пусть 8/, (Р') — Р" 


и 8 С (Р 


-- р"' | 


( 1 ) 


Выберем на прямых а, 6 и с точки А, В и С, отличные от 
точки О. Соответствие (1) между точками и их образами при 
преобразовании симметрии относительно прямых а, Ь, с приво- 
дит к следующему равенству направленных углов: 

^ (ОР, О А) = ^ (СМ, ОР'), А (ОР', ОВ) = г: (ОВ, ОР"), (2) 

^ (ОР", ОС) = ^ (ОС, ОР"'), 

Ш ^ (ОС, ОР"') = ^ (ОР", ОВ) + ^ (ОВ, ОС) = 

= ^ (ОВ, ОР') + ^ (О В, ОС) = 

= ^ (ОВ, О А) + ^ (О А, ОР') + ^ (ОВ, ОС) 


и, наконец, 

Л (ОС, ОР"') = ^ (ОР, О Л) + ^ (ОВ, О Л) + ^ (ОВ, ОС). (3) 

Пусть О — такая точка плоскости, что 

^ (О А, ОВ) = ^ (ОВ, ОС), (4) 

в силу чего 

^ (ОВ, ОС) = ^ ( О А , ОВ), (5) 

так как 

^ (О А, ОВ) + ^ (ОВ, ОС) = ^ (О А, ОВ) + / (ОВ, ОС). 

Точки Р и Р'" симметричны относительно прямой й = ОВ, 
поскольку из соотношений (3), (4), и (5) следует, что 

(ОР, ОВ) = ^ (ОР, О А) + ^ (О А, ОВ) = 

= ^ (ОР, О А) + ^ (ОВ, ОС), 

^ (ОВ, ОР"') = ^ (ОВ, ОС) + (ОС, ОР'") = 

= ^ (О А, ОВ) + (ОР, о А) + ^ (ОВ, ОА) + ^ (ОВ, ОС) =. 
= ^ (ОР, О А) + А (ОВ, ОС). 
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Таким образом. 


^ ( ОР , Ой) = г (ОД ОР'"). 

Кроме того, известно, что ОР''' = ОР. Взятые вместе, эти 
соотношения означают, что точка Р'" действительно является об- 
разом точки Р при преобразовании симметрии относительно 
прямой й = ОД Поскольку Р — произвольно выбранная точка 
плоскости, то можно утверждать, что произведение преобразо- 
ваний симметрии относительно прямых а, Ь, с есть преобразова- 
ние симметрии относительно прямой й. 

66. Предположим, что точка М находится на стороне 
АВ прямоугольника АВСИ (рис. 52). 



Рис. 52. 

Выберем на сторонах ВС, СО, ПЛ точки Ы, Р, С сле- 
дующим образом. Если точка М не совпадает ни с одной 
из вершин А я В прямоугольника, то проведем МЫ || АС, 
NР\\В^, Т^ИЛС. Тогда МС1\\ВР), и мы получаем путь 
МЫРС}М, представляющий собой периметр параллело- 
грамма. Если же точка М совпадает с вершиной Л, то 
точка <2 также совпадает с вершиной Л, а точки Р и N 
совпадают с вершиной С. В этом случае путь МиРС}М 
вырождается в диагональ АС, проходимую дважды. Ана- 
логично если точка М совпадает с точкой В, то путь 
ММРСІМ вырождается в диагональ ВБ, проходимую 
дважды. 

Докажем, что построенный указанным выше спосо-. 
бом путь МАРфЛІ — кратчайший из возможных. 

І40 


Прежде всего убедимся в том, что путь МЛ/РфМ, 
длину которого мы обозначим Я, короче любой ломаной 
ММ 7 Р 7 <7М с вершинами А/ 7 , Р', О', лежащими на сторо- 
нах ВС, СО, ОА прямоугольника. 

Предположим, что точка М отлична от вершин А и 
В прямоугольника (если точка М совпадает с А или с В, 
то доказательство требует лишь незначительных изме- 
нений и мы предоставляем его читателю). 

Пусть Мі — точка, симметричная точке М относи- 
тельно прямой АО, а М 2 — точка, симметричная точке М 
относительно прямой ВС. Точки Р, <3 и Мі лежат на 
одной прямой, поскольку Д1 = Д2 как углы, равные 
углам, образуемым диагоналями АС и ОВ со стороной 
АО, а /.1= /-3 как симметричные углы, откуда сле- 
дует, что /.2—^3 и отрезок С?Мі служит продолже- 
нием отрезка Р<7 Точки Р, N и М 2 также лежат на одной 
прямой. Поскольку МА/ = М 2 Л/ и МО = Мі<7, то тре- 
угольник МіРМ 2 равнобедренный (М\Р — М 2 Р) и длина 
пути ММРС?М равна сумме длин отрезков МіР и М 2 Р. 

Длина Я 7 пути МА/'Р'О'М, равная длине пути 
М 2 М'Р'0'М і, не меньше суммы длин отрезков М\Р’ и 
М 2 Р 7 , поскольку М;<7 + <Э 7 Р 7 ^ МіР 7 , а М 2 Л/ 7 + АДР 7 ^ 
^>М 2 Р 7 . Наконец, МіР' + М 2 Р' ^ М Х Р + М 2 Р. Действи- 
тельно, если точка М з симметрична точке М\ относи- 
тельно прямой СО, то точки М 2 , Р, Мз лежат на одной 
прямой и МіР 7 + М 2 Р'*= М 3 Р 7 + М 2 Р 7 ^ М 3 Р + М 2 Р — 
— МіР + М 2 Р. Из приведенных выше рассуждений сле- 
дует, что Я 7 ^ Я, причем равенство достигается в том и 
только в том случае, если точки Л/ 7 , Р 7 , 0' совпадают 
с точками Л/, Р, <7 

Докажем теперь, что любая ломаная МР N Ц М 
(рис. 53), вершины которой Р 7 , Л/ 7 , 0' лежат на сторонах 
СО, ВС и ОА прямоугольника, длиннее Я. ^ г 

Пусть 5 — точка пересечения отрезков МР 7 и N'0 . 
Тогда 

М3 + 5 Л/ 7 > МЛ/ 7 и Р 7 5 + 80' > Р'О', 
поэтому 

МР' + N'0' > МЛ/ 7 + Р'О', 

откуда 

Мр' + Р 7 А/ 7 + Л/'О 7 + С7М > МЛ/ 7 + /Ѵ 7 Р 7 + Р’О' + <3'М, 
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то есть ломаная МР'К'фМ длиннее ломаной ММ'Р'фМ 
и, следовательно, длиннее X. 

Аналогичным образом можно доказать, что длина ло- 
маной МЫ'СІ'Р'М больше X. 

После этого уже нетрудно доказать, что длина X пути 
МЫРС^М меньше длины любого другого пути, начинаю- 
щегося и заканчивающегося в точке М и имеющего об- 



Рис. 53. 


щие точки со всеми сторонами прямоугольника. Действи- 
тельно, такой путь можно записать в виде 

М ... А, ... К 2 ... Аз ... М, 

где Ки Кз, Кз — точки, лежащие на трех различных сто- 
ронах прямоугольника (не считая стороны АВ). Длина 
пути М ... К\ ... Кз • . ■ Кз ... М не меньше длины пу- 
ти МК1К2К3М, которая, как показано выше, не меньше 
длины X ломаной МКРС)М, причем равенство дости- 
гается в том и только в том случае, если точки К\, Кз, Кз 
совпадают либо с точками Ы, Р, О, либо с точками 
Я, р, N. 

67. Предположим, что утверждение задачи не верно 
и выполняется равенство 

& + (&+!)+ ... +(Ь + г) = 2", 

где к, г, п — натуральные числа. Тогда, пользуясь фор- 
мулой суммы членов арифметической прогрессии, по- 
лучаем 
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(26 + г)(г+ 1) = 2" +1 . 


(1) 


Каждое из натуральных чисел 2к-\-г и г 4* 1 больше 
1. Их разность (2/г + г) — (г + 1) = 2к—\— число не- 
четное, следовательно, одно из них также нечетно. Та- 
ким образом, левая часть равенства (1) делится на не- 
четное число больше 1, в то время как правая часть, 
будучи степенью числа 2, такого делителя не имеет. 
Отсюда мы заключаем, что равенство (1) не может вы- 
полняться. 

Примечание. Любое целое число представимо в виде 
суммы последовательных целых чисел, например: 

4 = (- 3 ) + (- 2 ) + (- 1 ) + 0 + 1+2 + 3 + 4 . 

68. Пусть N — натуральное число, не являющееся це- 
лой степенью числа 2 и поэтому представимое в виде 

N — 2 п (2т + 1), 

где т и п — целые числа, причем т ^ 1, п ^ 0. 
Требуется доказать, что существуют целые числа 

а> 1, 2, (О 

для которых 

а + (а+ 1)+ ... + (а + к- 1) = УѴ, 

или 

(2а+к- 1)к = 2 п+1 (2т + 1). (2) 

Условие (2) выполняется, если 2 а к — 1 = 2 п+х , 
к — 2т + К то есть если 

а = 2 п — т, к = 2т-\-\. (3) 

Целые числа а, к, определенные соотношениями (3), 

удовлетворяют условиям (1) лишь в том случае, если 

2 п > т. (4) 

Условие (2) выполняется и в том случае, если 2а + 
к — 1 = 2т + 1, к = 2 п+х , то есть если 

а = т + 1 — • 2", к = 2 п+1 . (5) 

Числа а и к, определенные соотношениями (5), це- 
лые. Условия (1) выполняются лишь в том случае, если 

2"<т. (6) 
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Поскольку одно из неравенств (4) и (6) выполняется 
всегда, то уравнение (2) всегда допускает решение в це- 
лых числах (а, к), удовлетворяющих условиям (1). 

Например, при N = 30 мы получаем решение 
а = 6, к = 4 и N — 6 + 7 + 8-}- 9, а при N = 225 — ре- 
шение а = 112, к =2 и N = 112+113. 

Примечание. Выясним, единственно ли найденное выше 
разложение натурального числа N в сумму последовательных 
натуральных чисел. 

Как и выше, предположим, что целые числа а и к удовле- 
творяют условиям (1) и (2). Возможны лишь два следующих 
случая. 

А. Число к четно. Тогда число 2а + к — 1 нечетно и из ра- 
венства (2) следует, что к делится на 2 п+і . Это означает, что 
при некоторых целых и О 

к = 2 п+, (2р+ 1), (7) 

2а + к — 1 = 2<7 + 1, или а = + 1 — 2" (2р + 1), (§) 

и 

2т + 1 = (2р + 1)(2<7+ I). (9) 

Поскольку а > I, то из соотношения (8) и неравенств (1) 

получаем неравенство 

<?>2"(2р+ 1). (19) 

Наоборот, если число 2т + 1 представимо в виде (9) , где 
Р и ? — целые числа (р ^ 0) , удовлетворяющие неравенству 
(10), то числа а и к, определяемые соотношениями (7) и (8), 
задают разложение числа N в сумму последовательных нату- 
ральных чисел. Если при этом р — 0, то это разложение совпа- 
дает с найденным выше (соотношение (5)). 

Б. Число к нечетно, и в силу равенства (2) число 2а + к — 1 
делится на 2 Я+1 . В этом случае 

к = 2 Ч + 1, (11) 

2а + к- 1 =2 П+І (2р+ I), или а = 2 п (2р + 1) - </, (12) 

откуда, как и в случае А, 

2т + 1=(2р+1)(2?+1), (9) 

причем р и у — целые числа, удовлетворяющие неравенствам 

<7 > 0, р < 2 П (2р + 1), (13) 

так как к > 1, а > 0. 

Наоборот, если число 2т-\-1 представимо в виде (9), где 
р и <7 — целые числа, удовлетворяющие неравенствам (13), то 
числа а а. к, определяемые соотношениями (11) и (12), задают 
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разложение числа N в сумму последовательных натуральных 
чисел. Если к тому же р = О, то это разложение совпадает с 
найденным выше (соотношение (3)). 

Итак, мы приходим к следующему заключению. Если число 
2т + 1 простое, то существует единственное разложение чис- 
ла N в сумму последовательных натуральных чисел. Это разло- 
жение, найденное выше и определяемое соотношениями (3) или 
(5) в зависимости от того, какое из неравенств — (4) или (6) — • 
выполняется. Если же число 2т + 1 составное, то существуют 
и другие разложения, а именно: каждому разложению числа 
2т + 1 на два неравных множителя больше 1 соответствуют 
еще два разложения числа N в сумму последовательных нату- 
ральных чисел. Наконец, если число 2т + 1 допускает разло- 
жение на два равных множителя, то есть является квадратом 
целого числа, то это порождает еще одно разложение. 

Например, 30 = 6 + 7 + 8 + 9 = 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 9+ 10+11, 
225= 112+ 113 = 74 + 75 + 76 = 43 + 44 + 45 + 46 + 47 = 35+ 
+ 36+ 37 + 38 + 39 + 40 = 21 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27 + 
+ 28+29=18+ 19 + ... + 26 + 27 = 8 + 9+ ... +-21 +22= 
= 4 + 5-+... +21. 

69. Пусть Р(п ) — число способов, которыми можно 
вложить п писем Ьі, Ьч, ..., Ь п в п конвертов Кі, Кч, ■ 

. . . , Кп так, чтобы ни одно письмо Ьі не попало в «свой» 
конверт Ки Требуется вычислить Р{ 6). 

Предположим, что, перепутав письма и конверты, мы 
вложили письмо Ь\ в конверт Кі (іф 1). Возможны два 
случая. 

а) Письмо Ьі попало в конверт Ки Тогда остальные 
4 письма (ошибочно) вложены в 4 остальных конверта, 
что можно сделать Р( 4) способами. Поскольку Кі может 
быть любым из пяти конвертов Кч, Кз, Ки Къ, Къ, то 
разложить 6 писем по шести конвертам так, чтобы 
письмо Ь\ попало в конверт Кі {іф 1), письмо Ьі — 
в конверт Кі и остальные письма также оказались в «чу- 
жих» конвертах, нам удастся 5-.Р(4) способами. 

б) Письмо Ь, не попало в конверт Ки Условимся на 
минуту считать, что письмо Ьі должно быть отправлено 
в конверте Кі. Тогда ни одно из писем Ьч, Ь 3 , Ь іг Ьъ, Ь& 
не попало в «свой» конверт. Разложить в полном беспо- 
рядке 5 писем по пяти конвертам можно Р( 5) спосо- 
бами, а Кі, как и прежде, может быть любым из пяти 
конвертов. Следовательно, разложить 6 писем по шести 
конвертам так, чтобы письмо Ьі попало в конверт Кі 
{ і ф 1), письмо Ьі не попало в конверт Кі и остальные 
письма также оказались в «чужих» конвертах, нам 
удастся 5-/ 7 (5) способами. 
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Поскольку случаи (а) и (б) исчерпывают все воз- 
можные варианты ошибочного распределения писем по 
конвертам, то 

Р (6) = 5^ (5) + 5^ (4). 

Аналогично 

Р (5) = АР (4) + АР (3), 

Р (4) = ЗР (3) + ЗР (2), 

Р (3) = 2Р (2) + 2Р (1). 

Поскольку ясно, что 

/41) = о, Р(2)=\, 

то приведенные выше соотношения позволяют последо- 
вательно вычислить 


Р (3) = 2, Р (4) = 9, Р (5) = 44, А (6) = 265. 

Примечание. В решении задачи 69 число 6 не имеет 
особого значения. Все рассуждения остаются в силе и в общем 
случае при произвольном числе га писем и п конвертов. Повто- 
ряя их, мы получим соотношение 


Р (п) = (п - 1) Р (п - 1) + (п - 1) Р (п - 2). (1) 

Это так называемое возвратное, или рекуррентное, соотно- 
шение, позволяющее вычислить Р(п) по известным значениям 
Р(п— 1) и Р(п — 2). 

Соотношение (1) вместе с начальными значениями / : (1)=0, 
Р(2) = 1 позволяют найти зависимость Р(п) от п следующим 
образом. Запишем соотношение (1) в виде 

Р (га) - пР (га - 1) = - [Р (п - 1) - (я - 1) р (п - 2)], (2) 


откуда видно, что разность Р(к) — кР(к — 1) при любом нату- 
ральном к > 1 имеет одну и ту же абсолютную величину, но 
изменяет знак при переходе от к к к + 1. Поскольку 

Р (2) — 2Р (1) = 1, 
то 

Р(п) — пР{п— 1) = (— 1)" ( п > 1). 

Из соотношения (3) следует, что 

Р(п) Р(п- 1) (-1)" 

га! (га— 1)! га! ‘ 

Введя новое обозначение 


(3) 

(4) 


Ф («) 


Р (га) 

га! ' 
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запишем соотношение (4) в виде 


: 


Аналогично 


Ф («) — Ф (« — 1) = 


ф (п — 1) — ф (п — 2) ! 


(- 1 )" 

пі 


(- 1 ) 


П - 1 


(«- 1)1 ’ 




ф(2)-ф(1)=-. 


Складывая отдельно левые и правые части выписанных соот- 


ношений и учитывая, что ф(1) = 


/чо 

1 


1 1 , 1 
Ф( ' г,== -2Г-1Г + 1Г- 


: 0, получаем 

, (-О п 


«! 


Таким образом. 



Решенная нами задача называется задачей Бернул- 
ли — Эйлера о перепутанных письмах. 

70. Если сечение тетраэдра плоскостью имеет форму 
параллелограмма, то плоскость сечения не проходит ни 
через одну из вершин тетраэдра, поскольку в против- 
ном случае сечение имело бы форму треугольника, либо 
выродилось бы в отрезок прямой или точку. 

Стороны сечения принадлежат различным граням 
тетраэдра, а концы каждой стороны совпадают с внут- 
ренними точками двух ребер тетраэдра. 

Вершины тетраэдра можно обозначить А, В, С, О, 
а последовательные вершины параллелограмма — М , 
А/, Р, (3 так, чтобы вершина М лежала на ребре АВ, 
а вершина N — на ребре АС. Тогда вершина Р окажется 
на ребре СО, а вершина (3 — на ребре ВО (рис. 54). 

Поскольку прямые МЛ/ и ВС? параллельны, то пря- 
мая РС} параллельна плоскости АВС, содержащей пря- 
мую МЛ/. Следовательно, прямая Р(3 параллельна 
прямой пересечения ВС плоскостей АВС и ОВС и точно 
так же МЛ Г ||ВС. Аналогично М<ЗЦАО и Л/В || АО. 

Применяя теорему об отношении сходственных сто- 
рон подобных треугольников к треугольникам АМЛ/ 
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и АВС и к треугольникам ВМС) и ВАО, получаем 

мы АМ „ МО МВ 

ВС АВ И 

откуда 

МЫ , МО АМ + МВ 
ВС ^ Ай Ай — 1 * 

Пусть а длина наименьшего, а Ь — наибольшего 
ребра тетраэдра. Тогда ВС ^ а, АО^ а, ВС < Ь, 


о 



Рис. 64. 


АБ ^ Ъ и из выписанного выше соотношения следует 
неравенство 

а < МЫ + М<) < Ь, 
которое и требовалось доказать. 

71. Пусть АВ — наибольшая из сторон треугольника 
ЛВС.- По предположению АВ < 1. По ту сторону от пря- 
мой АВ, по которую лежит треугольник АВС, построим 
равносторонний треугольник АВС\ (рис. 55). 

Поскольку АС ^ ЛСі и ВС ^ ВС\, то точка С лежит 
в круге с центром в точке А и радиусом ЛСі и в круге 
с центром в точке В и радиусом ВС\. Таким образом, 
точка С находится в «линзе» — общей части обоих кру- 
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гов. Это означает, что высота треугольника АВС не пре- 
вышает высоты треугольника АВС\, а поскольку тре- 



угольники АВС и АВС і имеют общее основание, то 

В АВС ^ ЗавСг 

Но 

о (Л В)* Ѵз ^ Ѵз 

*ЪлдС, — 4 < 4 » 

поэтому 

с ^ Ѵз 

^ АВС 4 . 

что и требовалось доказать. 

Примечание. Если стороны одного треугольника мень- 
ше соответствующих сторон другого треугольника, то площадь 
первого треугольника может тем не менее быть больше площади 
второго треугольника, поскольку существуют треугольники со 
сколь угодно большими сторонами, имеющие площадь, которая 
меньше любого заранее заданного числа. Однако справедлива 
следующая теорема: 

если стороны треугольника АВС меньше соответствующих 
сторон нетупоугольного треугольника АіВіСі, то площадь тре-. 
угольника АВС меньше площади треугольника АіВуСі. 

Действительно, суммы углов треугольников равны, поэтому 
среди углов треугольника АВС заведомо найдется угол, не пре- 
вышающий соответствующего угла треугольника ЛіВіСі. Пусть, 
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например, /-С < /.С ѵ Тогда зіпС < $іп С# так как по пред- 
положению /-С ^ 90°. Но 

$ лес ~ ~2 АС ' ВС зіп С, ^а.ВіС, = ~2 АіСі • В,С, зіп С 1 . 

Отсюда в силу неравенств АС < АіСі, ВС< ВіСі, зіпС^зіпСі 
получаем ли 

5 АВС <5 д,в,Сг ІО 

Итак, мы доказали утверждение, более общее, чем приве- 
дено в условиях задачи, которое соответствует случаю, когда 
А І В І = В 1 С І = С 1 А 1 = 1 . 

72. Четыре прямые, пересекаясь в шести точках, об- 
разуют фигуру, называемую полным четырехсторонни- 
ком. Каждая из четырех прямых пересекается со всеми 
другими, и все точки пересечения различны. Любые три 



из прямых определяют треугольник, а на каждой пря- 
мой лежат три из шести точек пересечения. Обозначим 
' эти точки А, В, С, О, Е, р (рис. 56) так, чтобы тройки 
точек [А, В, С), (А,0,Е), ( С,Р,0 ), ( В,Р,Е ) лежали на 
заданных прямых, причем точка В лежала внутри от- 
резка АС, точка О — внутри отрезка АЕ, а К — была 
общей внутренней точкой отрезков Сй и ВЕ. 

Полный четырехсторонник содержит треугольники 
АВЕ, ВСР, АСИ и ОЕР. Пусть к\, & 2 > &з, й 4 — описанные 
окружности этих треугольников. 
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Окружность к 2 пересекается с окружностью к\ в двух 
точках, лежащих по разные стороны от прямой ЕС, по- 
скольку точка Р окружности к 2 есть внутренняя точка 
хорды ВЕ окружности к\, а точка С окружности к 2 ле- 
жит на продолжении хорды АВ окружности к\. Одна из 
точек пересечения окружностей к\ и к 2 — точка В, дру- 
гую обозначим М. Она расположена по ту сторону от 
прямой АВ, что и точки Д Е и Р. По свойству углов, 
вписанных в окружность, 

/ АМВ= / ЛЕВ, /ВМС*= / ВЕС, 

-бо 

поэтому 

А АМС = А АМВ + / ВМС = / ЛЕВ + ^ ВЕС = 

= / ЛЕВ + / ОРЕ — / АОС. 

Поскольку точки О и ІН расположены по одну сто- 
рону от прямой АС, то из равенства /.АМС = /АОС 
следует, что точка М лежит на окружности к 3 . Таким 
образом, окружности к\, к 2 , к 2 имеют общую точку М. 

Аналогичным образом можно доказать, что окруж- 
ности к\, к 2 , к\ имеют общую точку N. Точки М и N 
принадлежат окружностям к і и к 2 . Ни одна из них не 
может совпадать с общей точкой А этих же окружно- 
стей, поскольку точка А лежит на продолжении хорды 
ВС окружности к 2 и на продолжении хорды ОЕ окруж- 
ности к\ и поэтому не принадлежит ни окружности к 2 , 
ни окружности кі. Следовательно, точки М и N совпа- 
дают, то есть окружности к\, к 2 , к 2 , к\ имеют общую 
точку, что и требовалось доказать. 

П Р и м е ч а н и е. Приведенное выше решение неполно: оста- 
лось не доказанным утверждение о том, что точки пересечения 
четырех прямых всегда можно обозначить так, чтобы тройки 
точек (Л, В, С), (Л, й, Е), (С, Р, И), (В, Р, Е) лежали на за- 
данных прямых, причем внутренними точками этих четырех 
троек были точки В, О и Р. В подтверждение того, что такой 
выбор обозначений возможен, мы сослались на рис. 56, однако 
это не было строго доказано. Докажем теперь наше утвержде- 
ние в общем виде, не пользуясь чертежом *. 


1 Разумеется, для большей наглядности приводимое ниже до- 
казательство можно сопровождать соответствующими чертежами, 
однако все рассуждения не должны зависеть от конкретных деталей 
того или иного чертежа. 
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Среди шести заданных точек имеются 4 тройки коллинеар- 
ных (то есть лежащих на одной прямой) точек, а в каждой 
тройке одна из точек лежит между двумя другими. Пусть 
Р і — любая из шести заданных точек, не лежащих между двумя 
другими. Через точку Д проходят 2 из четырех заданных пря- 
мых. На одной из них лежат еще 2 заданные точки, которые 
можно обозначить Д и Рз так, чтобы точка Д лежала между 
точками Р і и Рз. Аналогичным образом на другой прямой ле- 
жат 2 другие точки, которые мы обозначим Д и Рз так, чтобы 
точка Д была заключена между точками Р і и Рз. Шестую 
точку обозначим Ре- Возможны два случая, которые мы рассмо- 
трим отдельно. 

I. Ре — точка пересечения прямых ДД и ДД. Тогда точ- 
ка Р в лежит между точками Рз и Рі, поскольку прямая Д Д 
пересекает сторону РіРз треугольника ДДД в точке Д и, сле- 
довательно, должна пересекать сторону ДД. Аналогично можно 
доказать, что точка Рв лежит между точками Рг и Рз. Если 
точки Рі, Р 2 , Рз, Рі, Рз, Рв обозначить соответственно А, В, С, 
А Е, Р, то новые обозначения будут обладать всеми требуе- 
мыми свойствами. 

П. Р 6 — точка пересечения прямых Р 2 Рі и РзРъ. Здесь в 
свою очередь могут представиться 2 случая: 

а) точка Рг лежит между точками Рі и Рв. Тогда точка Рз 
лежит между точками Рз и Рв, поскольку прямая РіРз прохо- 
дит через точку Рг стороны ДД треугольника РіРзРв и, следо- 
вательно, должна пересекаться со сторонй АД. Если точки Рі, 
Рг, Рз, Рі, Рз, Рв обозначить С, Р, Д В, А, Е, то новые обозна- 
чения будут обладать всеми необходимыми свойствами; 

б) точка Рі лежит между точками Рг и Рв- Тогда точка Рз 
лежит между точками Рз и Рв, поскольку прямая РіРз прохо- 
дит через точку Д стороны РгРц треугольника РгРзРв и, следо- 
вательно, должна пересекаться в некоторой точке со стороной 
РзРв- Если точки Р і, Рг, Рз, Рі, Рз, Рв обозначить С, В, А, Р, 
Д Е, то новые обозначения будут обладать всеми необходи- 
мыми свойствами. 

73. Пусть х, у, г означают цифры числа, которое тре- 
буется найти ( х — число сотен, у — десятков и г — еди- 
ниц), а с — основание новой системы счисления. Тогда 

2 (100л: + 10# + г) — с 2 х + су + г, 

откуда 

(200 — с 2 ) л: + (20 — с) # + г = 0. (1) 

Итак, задача сводится к решению уравнения (1) 
в целых числах х, у, г , с, удовлетворяющих условиям 

0^г/^9, 0 < г ^ 9, с> х, с > у, с> г. 
Прежде всего докажем, что основание с новой си- 
стемы счисления может быть равным только 15. Дей- 
ствительно, если 0-<с^14, а х, у, г удовлетворяют 
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выписанным выше условиям, то 

(200 — с 2 ) х + (20 — с) у + 2 ^ 4х + бу + 2 ^ 4. 

Если же с ^ 16, то 

(200 — с 2 ) х + (20 — с) у + г ^ — 56л; + 4</ + г ^ 

< - 56 + 36 + 9 < - 1 1. 

Подставляя в уравнение (1) с — 15, получаем 

- 25л; + Ъу + 2 = 0. (2) 

Если целые числа х, у, г удовлетворяют уравне- 
нию (2), то г делится на общий множитель 5 первых 
двух членов. Поскольку 0 ^ г ^ 9, то это возможно 
лишь в двух случаях. 

Случай 1: 2 = 0. Из уравнения (2) получаем 
— 5х + у = 0, 

откуда видно, что х и у могут пр иним ать лишь значения 
х = 1 , у — 5. Следовательно, хуг=\Ъб. Это число 
удовлетворяет условиям задачи, поскольку в системе 
счисления с основанием 15 запись 150 соответствует де- 
сятичному числу 15 2 + 5- 15 = 300 = 2-150. 

Случай 2: г = 5. Величины х и у удовлетворяют 
уравнению 

— 5* + у + 1 = 0, 

из которых видно, что х < 3, поскольку при х ^ 3 ле- 
вая часть этого уравнения отрицательна; — 5л; + у + 1 ^ 
^ — 15 + 9+1 = — 5. Если дс = 1, то у = 4 , а при 
х = 2 получаем у — 9. Трехзначное число хуг соответ- 
ственно равно 145 и 295. Оба числа удовлетворяют ус- 
ловиям задачи, поскольку 

1 5 2 + 4 • 15 + 5 = 290 = 2 • 145, 

2 • 15 2 + 9 • 15 + 5 = 590 = 2 • 295. 

Итак, задача допускает 3 решения: трехзначные 
числа 145, 150, 295. Основание другой системы счисле- 
ния для каждого из трех чисел равно 15. 

74. Ответ на вопрос задачи зависит от того, будем ли 
мы включать в число подмножеств пустое множество 
(то есть множество, не содержащее ни одного элемента) 
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или нет. В первом случае (пустое множество входит 
в число подмножеств) ответ на 1 больше, чем во вто- 
ром. Условимся рассматривать лишь непустые подмно- 
жества. 

Пусть р — число всех возможных разбиений множе- 
ства 2, содержащего п элементов, на 2 непустых под- 
множества. Тогда 2 р означает число всех подмножеств 
множества 2, непустых и отличных от самого множе- 
ства 2. 

Число 2 р мы найдем как сумму числа подмножества, 
содержащих 1, 2 ( п — 1) элементов. Поскольку под- 
множеств, содержащих к элементов, существует столько 7 * 
же, сколько способов выбрать к элементов из п, то есть 

О). т ° 

2 '=(0+( 2 ")+ •••+(„:,)■ г» 

По формуле бинома Ньютона получаем 

< І + >М» + (І) + (;)+». 

•••+(»-,) + (“)• < 2 > 
Вычитая из равенства (2) равенство (1) и учитывая, 
что (о) = (п) ==І * получаем 

2" - 2 р = 2, 

откуда 

р — 2 п ~' — 1. 

75. Возводя обе части исходного неравенства 

П+ 1 П 

V я + 1 < л/ п 0) 

в п(п-\- 1)-ю степень, получаем неравенство 
(я+ 1 ) п <п п+ \ 

эквивалентное (на множестве натуральных чисел) не- 
равенству (1). В свою очередь новое неравенство заме- 
ним неравенством ( ~~ )" < п, или 

О +т)"< л - (2) 
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Неравенство (2) ддя любого натурального п > 2 не- 
трудно доказать методом математической индукции. 

а) При п = 3 неравенство (2), очевидно, верно, по- 
скольку 



б)^Предположим, что при некотором п 



в) Тогда 



Итак, из основания индукции (а) и предположения 
индукции (б) следует, что неравенство (2), а значит 
и неравенство (1), выполняется при любом натураль- 
ном п>2. 

Примечание. Нетрудно указать неравенство, гораздо 
более сильное, чем неравенство (2) : докажем, что для любого 
натурального п 



По формуле бинома Ньютона 



Кроме того, 



п (п — 1) ■ . . (п — к + 1) 1 __1_ 

1-2 ■ ... - к п к к\ 




Таким образом, 



+ Т+4 Г + ••• +І ?г-І + ( 2 2 П ) <3 ' 
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Можно доказать, что с увеличением п значение (і + — 

также возрастает. Следовательно, набор чисел ^1+— ^ при 

п — 1, 2, 3, ... представляет собой возрастающую последова- 
тсльность, каждый член которой меньше 3. Одна из фундамен- 
тальных теорем математического анализа утверждает, что такая 
последовательность имеет предел, то есть существует число от 

/ 1 \Я * 

которого величина ^1 +— 1 при достаточно больших п отли- 
чается ^ сколь угодно мало. Пределом последовательности 
служит некоторое иррациональное число, играющее 

важную роль в математике. Его принято обозначать е. Прибли- 
женное значение е составляет 2,71828. . . , 

76. Пусть М и Ы — середины сторон АВ и ВС вы- 
пуклого четырехугольника АВСБ. Тогда АШЦЛС 

и ЛМ = уЛС (рис. 57). 



Предположим, что О — та самая точка четырехуголь- 
ника АВСй, которую требуется найти. 

Проведем через точки В, О, П прямые Ь, р, й, парал- 
лельные прямой АС. Пусть б — расстояние между пря- 
мыми Ь и й, а | — расстояние между прямыми Ь и р. 
Тогда .і 

$омвы — $мвы + $мом — у МЫ • 5 = у АС • 

^АВСй — 5 АВС + $АйС = у АС • б. 

Но 


Зомвы — у $ЛВСД1 
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поэтому 


1лс-е=4-лс-8, 

откуда 



Итак, мы выяснили, что прямая р равноудалена от 
прямых Ь и й. Следовательно, прямая р проходит через 
середину отрезка ВО. 

Это означает, что точка О должна лежать на пря- 
мой р параллельной диагонали АС и проходящей через 
середину диагонали ВО. Аналогичным образом можно 
доказать, что точка О должна лежать и на прямой д, 



параллельной диагонали ВО и проходящей через сере- 
дину диагонали АС. Таким образом, точку О мы най- 
дем, произведя построение, изображенное на рис. 58 
(М, А, Р, О — середины сторон заданного четырехуголь- 
ника). 

Построение возможно во всех случаях, так как пря- 
мые ряд всегда пересекаются. Поскольку четырех- 
угольник АВСО выпуклый, то параллелограмм Л1іV^ э ^ 
целиком лежит в нем. Середины диагоналей АС и ВО 
находятся внутри параллелограмма МNР^, так как его 
стороны равны половинам этих диагоналей. Следова- 
тельно, точка О пересечения прямых ряд также 
расположена внутри параллелограмма МА/.Р(2, а тем 
самым и внутри четырехугольника АВСО и отрезки 
ОМ, ОА, ОР, ОС} делят четырехугольник АВСО на 
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4 четырехугольника. Площадь каждого из них составляет 
’Л от площади четырехугольника АВСО, поскольку, на- 
пример, Зомви = 1 /г^Л г -|= 1 / & АС- 6. Таким образом, по- 
строенная точка О удовлетворяет всем условиям задачи. 
Существует лишь одна такая точка. 

77. Найти простое решение задачи нам поможет сле- 
дующая теорема. 

Пусть И, Е, Р — внутренние точки сторон ВС, СА, 
АВ треугольника АВС. Прямые Ай, ВЕ и СЕ пересе- 
каются в том и только том случае, если 


в Р СЕ АР _ 

РС ' ЕА ■ РВ ~ *' 


( 1 ) 


Эту теорему можно доказать следующим образом. 
Предположим, что прямые АО, ВЕ, СЕ пересекаются 
в точке М. Тогда 


ВО _ 8 амв се _ 8 ВМС Ар _ _ 8 амс 

° С 8 АМС ' ЕА 8 АМ В ’ ЕВ 8 ВМС 


Умножая отдельно левые и правые части этих ра- 
венств, получаем соотношение (1). 

Наоборот, пусть Е, Е — точки внутри сторон ВС, 
СА, АВ, выбранные так, что выполняется соотношение 
(1). Тогда прямые Ай и ВЕ пересекаются в некоторой 
точке М, а прямая СМ пересекается со стороной А В 
в некоторой точке Е ' . По доказанному выше 


ВР СЕ АР' 

РС ' ЕА ' р'в ~~ 1- 


(П 


Из соотношений (1) и (1') следует, что 


АР АР' _ АР АР' 

РВ р'в’ П0ЭТ0І «у ав~~~АВ 


и АР — АР', то есть точки Р и Р' совпадают. Таким об- 
разом, прямые АО, ВЕ и СЕ пересекаются в точке М. 

Переходя к исходной задаче, предположим, что бис- 
сектриса АО, медиана ВЕ и высота СЕ треугольника 
АВС пересекаются в точке М (рис. 59). 

Поскольку О — внутренняя точка стороны ВС, а Е — . 
внутренняя точка стороны СА, то М как общая точка от- 
резков АО и ВЕ лежит внутри треугольника АВС, в силу 
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чего Р -г- внутренняя точка стороны АВ. Следовательно, 
углы А я В треугольника острые. 

Соотношение (1) выполняется в силу приведенной 
выше теоремы. Поскольку при обычных обозначениях 
сторон и углов треугольника ВВ/ВС = с/Ь (по свойству 
биссектрисы внутреннего угла треугольника), АР = 
= Ь соз А , РВ =а со5 В и СЕ=ЕА, то с соз Л/а соз В = 1, 


с 



откуда 5 Іп С -соз Л/зіп А соз В — 1. Последнее соотноше- 
ние запишем в виде 


І ё Л = 


БІП С 
соз В 


(2) 


Наоборот, если углы треугольника удовлетворяют 
условию (2), то биссектриса АО, медиана ВЕ и высота 
СР пересекаются в одной точке. Действительно, в этом 
случае ідЛ>0, соз В > 0, поскольку из соотношения 
(2), следует, что А -соз В = зіп С > 0, а і§Л и соз В 
не могут быть оба отрицательными. Таким образом, 
углы Л и В острые, в силу чего точка Р лежит внутри 
отрезка АВ, и, подставляя в тригонометрическое равен- 
ство (2) приведенные выше соотношения между линей- 
ными элементами треугольника АВС, получаем соотно- 
шение (1). 

Итак, выполнение равенства (2) необходимо и до- 
статочно для того, чтобы прямые ЛЬ, ВЕ, СР пересека- 
лись в одной точке. 

Примечание. Справедлива также теорема, более общая, 
чем та, которую мы использовали в приведенном выше реше- 
нии — так называемая теорема Чевы (и обратная ей). 

Пусть А, В, С — вершины треугольника, а точки О, Е, Р 
лежат на прямых ВС, СА, АВ и не совпадают с вершинами 
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треугольника АВС. Тогда прямые Ай, ВЕ, СЕ пересекаются в 
одной точке или параллельны в том и только в том случае , если 
выполняется равенство 

ВР СЕ АР 
ОС ' ЕА ' РВ ~ ’ 


где ВР, РС, ... — проекции векторов ВР, РС . . . на ту из осей 

АВ, ВС, СА, которая параллельна соответствующему вектору. 

Нетрудно доказать эту теорему, если надлежащим образом 

обобщить приведенное выше доказательство ее более слабого 

варианта. 

78. Прежде чем приступить к решению задачи, дока- 
жем следующую лемму. 

Если а и Ь — скрещивающиеся прямые, то суще- 
ствует и притом только одна пара параллельных пло- 
скостей, одна из которых содержит прямую а, а дру- 
гая — прямую Ь. 

Доказательство. Через произвольно выбранную 
точку А прямой а проведем прямую Ъ г , параллельную 
прямой Ъ, а через произвольно выбранную точку В пря- 
мой Ь проведем прямую а', параллельную прямой а. 
Плоскость а, определяемая прямыми а и Ь', и отличная 
от нее плоскость р, определяемая прямыми а' и Ь, па- 
раллельны, поскольку две пересекающиеся прямые 
в одной из плоскостей соответственно параллельны двум 
пересекающимся прямым другой плоскости. Итак, су- 
ществование пары параллельных плоскостей, содержа- 
щих скрещивающиеся прямые а и Ь, доказано. Докажем 
теперь ее единственность. 

Если плоскости а и а' проходят через прямую а, 
а плоскости р и р' — через прямую Ь, причем а || р 
и а' || р', то а = а' и р = р'. Действительно, если бы 
плоскости^ а и а' не совпадали, то они пересекались бы 
по прямой а. Но поскольку а и а' параллельны пря- 
мой Ь как лежащей в плоскостях р и р', то прямая а 
должна была бы быть параллельна прямой Ь, что не- 
возможно, так как прямые а и Ъ — скрещивающиеся. 
Следовательно, плоскости а и а' (так же, как и плоско- 
сти р и р') совпадают. Итак, лемма полностью до- 
казана. 

Заметим теперь, что если а и Ь — скрещивающиеся 
прямые, на которых лежат два ребра параллелепи- 
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педа /?, то параллельные плоскости а и р, содержащие 
прямые а и Ь, совпадают с плоскостями двух граней па- 
раллелепипеда К. 

Действительно, через каждую из прямых а и Ь про- 
ходят плоскости двух граней параллелепипеда /?, при- 
чем все четыре грани, проходящие через прямые а и Ь, 
различны. Поскольку у параллелепипеда имеется 
6 граней, образующих 3 пары параллельных плоскостей, 
то среди любых четырех его граней всегда найдутся 

2 грани, составляющие одну из таких пар и поэтому 
расположенные в плоскостях а и р. 

Отсюда непосредственно следует, что три пары скре- 
щивающихся ребер параллелепипеда не могут лежать 
в трех параллельных плоскостях, поскольку каждая из 
таких плоскостей должна была бы содержать какую- 
нибудь грань параллелепипеда, а у параллелепипеда не 
существует трех параллельных граней. 

Докажем, что если а, Ь, с — скрещивающиеся пря- 
мые и они не лежат в трех параллельных плоскостях, то 
существует параллелепипед, три ребра которого лежат 
на прямых а, Ь, с. 

По доказанной выше лемме существует такая пара 
плоскостей (ось Рі), что ас г ось Ь а р ь ссі II Рь Точно так 
же существует такая пара плоскостей (ос 2 , ѵі)> что 
ас ос 2 , ссуь ссгііѵь Плоскости осі и ос 2 не совпадают, 
поскольку в противном случае прямые а, Ь, с распола- 
гались бы на трех параллельных плоскостях, что по 
доказанному невозможно. Наконец, существует та- 
кая пара плоскостей (р 2 , уг), что Ь а р 2 , ссу 2 , Рг II 72 , 
причем рг =т^= Рі и у 2 Ф Ѵь 

Итак, мы получили три пары параллельных плоско- 
стей (ось Рі). (осг.ѵі), (Рг.Ѵг)- Плоскости каждой пары 
пересекаются с плоскостями остальных пар. Всего 
имеется 12 прямых пересечения, в число которых входят 
и прямые а, Ь, с. Шесть плоскостей «ь Рь а 2 . Ѵь Рз> Ѵз 
высекают в пространстве параллелепипед, а именно: 
плоскости осі и рі ограничивают заключенный между 
ними слой пространства, плоскости а 2 и уі вырезают 
в этом слое бесконечную призму с четырьмя попарно 
параллельными гранями и, наконец, плоскости р 2 и уг 
отсекают от бесконечной призмы параллелепипед, 

3 ребра которого являются отрезками прямых а, Ь, с. 
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Обладающий этим свойством параллелепипед един- 
ствен, поскольку прямыми а, Ь и с описанное выше по- 
строение его граней определено однозначно. 

79. Неравенства 

{а 2 — Ьс) 2 + ( Ь 2 — са) 2 + ( с 2 — аЬ) 2 ^ 0, (1) 

(а 2 — Ъ 2 ) 2 + (Ь 2 — с 2 ) 2 + (с 2 — а 2 ) 2 ^ 0 (2) 

справедливы для любых чисел а, Ь, с и равносильны не- 
равенствам 

2 а 2 Ьс + 2 аЬ 2 с + 2 аЬс 2 < а 4 + + с 4 + а 2 & 2 + Ь 2 с 2 + с 2 а 2 , (3) 

О < а 4 + Ь 4 + с 4 - а 2 Ь 2 - Ь 2 с 2 - с 2 а 2 . (4) 

Сложив отдельно левые и правые части неравенств (3) 
и (4), получим неравенство 

2 а 2 Ьс + 2 аЪ 2 с + 2 аЬс 2 < 2а 4 + 2 Ь 4 + 2с 4 . (5) 

По условиям задачи число 2аЬс положительно. Раз- 
делив обе части неравенства (5) на 2 аЬс, преобразуем 
его к виду 

. , , - а 4 + 6 4 + с 4 

что и требовалось доказать. 

Примечание. Приведенное выше решение задачи весьма 
просто. Однако найти его не так просто, поскольку нелегко до- 
гадаться, что за исходную точку необходимо выбрать неравен- 
ства ( 2 ) и ( 3 ). Ситуация прояснится, если перевести задачу на 
язык алгебры векторов. 

Вектором (я-мерным) называется упорядоченный набор я 

чисел, например (а ь а 2 а„). Суммой векторов X = 

= (а і, йг, . . , , а п ) и У = (6 і, &2 6„) называется вектор 

X + У — («і + Ьи а 2 + Ьг, . . ., а, , + Ь п ). 

Произведением вектора X = (аі, а 2 , . . . , а п ) и числа к назы- 
вается вектор 

кХ — (ка и каг ка п ). 

В частности, — Х = ( — о,, — о 2 .... — а„). Скалярным произве- 
дением векторов X = (а ь а 2 , . . . , а„) и У = ( Ь и 6 г , .... Ь п ) 
называется число 
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ХУ — «161 + 0262+ ••• + а п Ь п . 


В частности, 


X 2 — а 2 + а 2 + ... + я|> 


поэтому X 2 ^ 0. Нетрудно доказать, что 

(X - У ) 2 = X 2 - 2 XV + У 2 , 

откуда 2ХУ <; X 2 + У 2 - 

В дальнейшем мы будем считать, что п — 3. 

Для доказательства исходного неравенства заметим прежде 
всего, что в области положительных чисел оно равносильно не- 
равенству 

а 2 Ьс + Ь 2 са + с 2 аЪ ^ а 4 + Ь А + с 4 , (6) 

которое можно записать в векторной форме 

XV < X 2 , (7) 

где X = (а 2 , Ь 2 , с 2 ), У = (6с, са, аЬ). 

Нам уже известно, что 

2ХѴ < X 2 + У 2 . (8) 

Поскольку 

У 2 = Ъ 2 с 2 + с 2 а 2 + а 2 Ь 2 = а 2 Ь 2 + Ь 2 с 2 + с 2 а 2 = XX, 


где 2 = (6 2 , с 2 , а 2 ), то 


Но 

поэтому 


2У 2 = X 2 + X 2 . 

2 2 = 6 4 + с 4 + а 4 = X 2 , 
У 2 < X 2 . 


О) 


Из неравенств (8) и (9) получаем 
ХУ < X 2 , 

что и требовалось доказать. 

Неравенства (8) и (9) представляют собой не что иное, как 
векторный вариант неравенств (3) и (4). Таким образом, новое 
доказательство по существу можно рассматривать лишь как 
иной, более естественный подход к доказательству, приведен- 
ному в решении задачи. 


80. Пусть ] т означает т-значное число, все цифры 
которого единицы: 

/ т =Ю' п -' + 10 т ' 2 + ... + 10+ 1 =-1(Ю т - 1). 


Приводимое ниже доказательство основано на двух 
свойствах чисел / т . 


6 * 
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а) Если т делится на й (т и Й натуральные числа)', 
то / ш делится на / й . Действительно, если т = к-й (к — 
натуральное число), то 


^=4*=4і(іо‘?-і] = 

= -§■(10* — 1) ■ (ю м ~* + 10 ы_м 

где М — целое число. 

Р) Если т > п, то 


+ ... + 10*+ \) = } Л -М, 

І 


/ т -/„=1(10--1)- 1(І0' 1 -1) = 

= ±(ю т - п - 1). 10 п =/ т _„. 10 \ 

Пусть / т и / п — заданные числа, где т> п> I. 

а) Доказательство утверждения о том, что если / т 
и — взаимно простые числа, то т и п также взаимно 
просты, следует непосредственно из свойства а. Дей- 
ствительно, если й — общий натуральный делитель чи- 
сел т и п, то /й — общий делитель чисел / т и 

б) Докажем обратное утверждение. Предположим, 
что тип взаимно простые натуральные числа. Приме- 
няя алгоритм Евклида, то есть деля последовательно т 
на п, п — на полученный остаток г, остаток г — на новый 
остаток г і и так далее, мы будем получать все меньшие 
и меньшие остатки и в конце концов дойдем до остатка, 
равного нулю: 

т = я<7 + г, 0<г<п, 

п = щ + г и 0 < г, < г, 

Г = п<? 2 + г 2 , 0 < г 2 < г,, 

■ ' ( 1 ) 

г к- 2 — г к-іЦк Гк> 0 < Г А < Гй_ 1, 


г к - 1 — г кЯк+ !• 


Из цепочки равенств (1) следует, что натуральное 
число г ь общий делитель чисел г к - 1 , г*_ 2 , ..., г, п, т, 
поэтому Гь= 1. 

Пользуясь первым из равенств (1) и свойством (р), 
мы заключаем, что 

Ю П? . (2) 
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Пусть 7) — общий делитель чисел 7 т и І п . Поскольку 
по свойству (а) число 7 П<7 делится на 7«, то на 7) в силу 
соотношения (2) делится число 7 Г -10' !<? . Множитель 10 п<) 
не имеет других простых делителей, кроме 2 и 5, на ко- 
торые не делятся числа 7 т . Следовательно, число Р 
взаимно просто с 10 я<? и является делителем числа ] г . 

Аналогичным образом, используя второе, третье и по- 
следующие из равенств (1), мы докажем, что 7) — дели- 
тель чисел 7^, 7^, 7^. Но г к = 1, поэтому / = 

= 7, = 1 , откуда 7) = 1 . 

Это и означает, что числа 7 т и 7,, взаимно просты. 

81. Начнем со следующего замечания. Если много- 
член с коэффициентом при старшем члене, равным 1, 
представйм в виде произведения двух многочленов с це- 
лочисленными коэффициентами, то можно считать, что 
коэффициенты при старших членах этих многочленов 
также равны 1. Действительно, если аоХ к и Ьох 1 — стар- 
шие члены многочленов, произведение которых равно 
исходному многочлену, то либо а 0 = Ь 0 = 1, либо а 0 = 
— Ь о = — 1, причем второй случай сводится к первому 
изменением знака каждого из двух многочленов-со- 
множителей. 

Таким образом, требуется доказать, что многочлен 
Р(х) не представйм ни в виде (х + а) <Э {х ) , где С?(х) — 
многочлен четвертой степени с целочисленными коэффи- 
циентами и а — целое число, ни в виде (х 2 а\х а 2 ) • 

■ (х 3 + Ьіх 2 + Ь 2 х-\- Ь 3 ), где коэффициенты а і, а 2 , Ь ь Ь 2 , 
Ьг — целые числа. 

Предположим, что 

х 5 - Зх 4 + 6х 3 - Зх 2 + 9х - 6 = (х + а) (2 (х), (а) 

где а — целое число. 

Подставляя х = — а, получаем 

— а 5 - За 4 - 6а 3 - За 2 - 9а - 6 = 0. 

Это равенство не может выполняться. Действительно, 
если а делится на 3, то целое число, стоящее в левой 
части равенства, не делится на 9 (и потому не равно 
нулю), а при а, не делящемся на 3, не делится на 3. 
Таким образом, исходный многочлен Р(х), не предста- 
вйм в виде произведения двух многочленов (а). 
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Предположим, что 

х 5 — Зх 4 + 6х 3 — Зх- -\-9х — 6 = 

= ( х 2 + а\Х + а 2 ) (х ] + Ь\Х“ -(- Ь 2 х + Ь 3 ), (б) 

где а\, а 2 , Ъі, Ь 2 , Ь 3 — целые числа. Приравнивая коэф- 
фициенты при одинаковых степенях х в правой и левой 
частях тождества (б), находим 

а 2 Ь 3 — — 6 , ( 1 ) 

аф 3 + а 2 Ь 2 = 9, (2) 

Й 1&2 а 2^1 &3 = — 3 , ( 3 ) 

аф\ + а 2 + Ь 2 = 6, (4) 

йі + Ьі = — 3. (5) 

Из равенства (1) следует, что одно и только одно из 

чисел а 2 , Ь 3 делится на 3. 

Если а 2 делится, а Ь 3 не делится на 3, то из равен- 
ства (2) следует, что а\ делится на 3. Но тогда равен- 
ство (3) позволяет утверждать, что Ъ 3 делится на 3, 
и мы приходим к противоречию. 

Если а 2 не делится, а Ь 3 делится на 3, то из равен- 
ства (2) следует, что Ь 2 делится на 3. Тогда равенство 
(3) позволяет утверждать, что Ь\ делится на .3, в силу 
чего (см. равенство (4) ) число а 2 должно делиться на 3, 
и мы снова приходим к противоречию. Таким образом, 
разложить многочлен Р(х) в произведение (б) также 
невозможно. Тем самым утверждение задачи полностью 
доказано. 

Примечание. Многочлен положительной степени с ра- 
циональными коэффициентами, не представимый в виде произ- 
ведения двух многочленов меньшей степени с рациональными 
коэффициентами, называется многочленом, не приводимым над 
множеством рациональных чисел. 

Если многочлен имеет целочисленные коэффициенты, то для 
доказательства его неприводимости над множеством рациональ- 
ных чисел достаточно доказать, что он непредставим в виде про- 
изведения двух многочленов меньшей степени с целочисленными 
коэффициентами, поскольку справедлива следующая теорема: 

если многочлен Р(х) с целочисленными коэффициентами 
представим в виде произведения двух многочленов степени т и 
п с рациональными коэффициентами, то он также представим 
и в виде произведения двух многочленов степени типе цело- 
численными коэффициентами. 

В решении задачи было доказано, что многочлен Я(х) = 
— х 5 — Зх 4 + 6х 3 — Зх 2 + 9х — 6 непредставим в виде произве- 
дения двух многочленов меньшей степени с целочисленными 
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коэффициентами. По приведенной выше теореме это означает, 
что многочлен Р(х) неприводим над множеством рациональных 
чисел. Анализируя решение, нетрудно заметить его «движущую 
пружину»: из всех свойств коэффициентов многочлена Р(х) в 
нем используется лишь то, что все они, кроме коэффициента 
при старшем члене, делятся на 3, а свободный член делится 
на 9. Поэтому многочлен Р(х), приведенный в условиях задачи, 
можно было бы заменить любым другим многочленом, коэффи- 
циенты которого обладают теми же свойствами. 

Справедлива следующая общая теорема, известная как кри- 
терий Эйзенштейна неприводимости многочленов-, 
если многочлен 

Р (х) = а 0 х п + а ] х п ~ 1 + ... + а п 

имеет целочисленные коэффициенты и существует такое простое 
число р, что коэффициенты аи а 2 , . . . , а„ делятся на р, а о не 
делится на р и а п не делится на р 2 , то многочлен Р(х) непри- 
водим над множеством рациональных чисел. 

82. В том случае, когда данные лучи лежат в одной 
плоскости, утверждение задачи очевидно: прямая й пер- 
пендикулярна этой плоскости. 

Предположим, что лучи 5Л, ЗВ, ЗС образуют трех- 
гранный угол. По условиях задачи прямым может быть 
не более чем один плоский угол этого трехгранного угла. 
Пусть, например /.АЗВ ф 90° и /1АЗС Ф 90°. 



Выберем на ребре 5Л произвольную точку А і, от- 
личную от 5, и проведем через нее плоскость я, перпен- 
дикулярную прямой 5Лі. Плоскость я пересекается 
с прямыми ЗВ и ЗС в некоторых точках В\ и С\ (рис. 60). 
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Пусть а, р, у — плоскости, проведенные через ребра 
5Л, 8В, 8С трехгранного угла 8АВС перпендикулярно 
граням В8С, С5Л, Л5В, а т, п, р — прямые, по которым 
плоскости а, р, у пересекаются с плоскостью л. 

Поскольку а_1_я и а і. В8С, то а А. В Х С Х , в силу 
чего прямая т пересекается с прямой В\С Х в некоторой 
точке М и перпендикулярна В Х С Х {А Х М і. В Х С Х ). Так 
как Р_І_Л5С и я 1 ЛВС, то п А. А8С и поэтому 
п А. А Х С Х . Но прямые п и А Х С Х лежат в плоскости я. 
Следовательно, они пересекаются в некоторой точке Ы 
и В Х Ы Т. ЛіСі. Аналогичным образом можно убедиться 
в том, что прямая р пересекается с прямой А Х В Х в не- 
которой точке Р и перпендикулярна А Х В Х , то есть 
С Х Р А. А Х В Х . 

Итак, на прямых А Х М, В Х Ы и С Х Р лежат высоты 
треугольника А Х В Х С Х . Следовательно, эти прямые пере- 
секаются в одной точке Н. Тем самым доказано, что 
плоскости а, р, у имеют общую прямую й = 8Н. 

83. Достаточно доказать, что любые два из трех от- 
резков, соединяющих середины АВ и СО, АС и ВО, 
ЛО и ВС, имеют общую точку, совпадающую с их сере- 
диной. Докажем, что середина Н отрезка МЫ совпадает 
с серединой К отрезка Р<2, где М, Ы, Р, <2 — середины 
отрезков АВ, СО, АС, ВО. 

Доказательство проводится особенно просто, если 
точки Л, В, С, О не лежат в одной плоскости. В тре- 
угольнике ЛВС отрезок МР параллелен стороне ВС, 
а в треугольнике ВОС отрезок СДѴ параллелен стороне 
ВС, поэтому МР || (ДѴ и аналогично Л4(2 || РЫ. Точки М, 
Ы, Р, <2 не лежат на одной прямой, поскольку плоскости 
ЛВС и ВВС не совпадают. Следовательно, четырех- 
угольник МРЫС[ — параллелограмм и середина Н диа- 
гонали МЫ совпадает с серединой К диагонали РС} 
(рис. 61). 

Если точки Л, В, С, В лежат в одной плоскости, то 
приведенное выше доказательство утрачивает силу, по- 
скольку точки М, Ы, Р, С} могут не образовывать парал- 
лелограмм, а лежать на одной прямой. Для этого слу- 
чая пришлось бы искать другое доказательство, однако 
гораздо лучше было бы найти общее доказательство, не 
требующее отдельного рассмотрения тех случаев, когда 
точки Л, В, С, В расположены на плоскости или в про- 
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странстве. Такое доказательство можно получить, если 
воспользоваться алгеброй векторов. 


А 



Выберем в пространстве произвольную точку О. По- 
скольку М — середина отрезка АВ, то 

ам==ш = ^(ам + мв) = ^ав 

и 

ОМ = ОЛ + АМ = ОА + ^ = 

= ^(ОА + ОА + ЛВ)=^(ОА + ОВ)- 

Векторное равенство ОN = (ОС + ОТ>) доказывается 

аналогично. Вычислив полусумму векторов ОМ и ОМ, 
получаем 

ОЯ = 1(ОМ + ОІѴ) = -і (ОЛ + ОВ+ОС + ОО). 

Ио 

~^р = 1(ОАА-ОС), 0<Э=± : (0В + 00), 

поэтому 

ок=і(ор + оо)=1(ол + ов + ос + ' оЬ ). 

Следовательно, 

ОН=ОК, 


то есть середины Н и К отрезков ММ и РС/ совпадают, 
что и требовалось доказать. 

84. Пусть все вершины прямоугольника лежат на пе- 
риметре треугольника. Докажем, что в этом случае пло- 
щадь 5 прямоугольника не превышает половины пло- 
щади Т треугольника, причем равенство 5 = Т/2 дости- 
гается в том и только в том случае, если концы одной 
из сторон прямоугольника совпадают с серединами двух 
сторон треугольника. 

Если четыре вершины прямоугольника ММРС/ лежат 
на трех сторонах треугольника АВС, то какие-то две 
вершины прямоугольника расположены на одной и той 
же стороне треугольника. Можно выбрать такие обозна- 
чения точек, чтобы вершины М и N прямоугольника 
лежали на стороне АВ треугольника. Тогда вершина Р 
будет лежать на стороне ВС, а вершина О — на сто- 
роне АС. 




Возможен один из трех случаев 

1) АС/ = С/С (рис. 62). Тогда 

$рссі~~4;Т, 5 МN р^= 28р С ^, 

откуда 

Змырсі = ~2^- 

2) АС/ > С/С. Пусть А' и В' — точки, симметричные 
точйе С относительно точек С/ и Р. Точки А' и В' лежат 
на отрезках АС/ и ВР, и отрезок А'В' пересекается со 
сторонами МС/ и МР прямоугольника в точках М' и Л" 
(рис. 63). 
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По доказанному в случае (1) 
^м'м'рс 2 = ~2 ^ А 


В' С’ 


а поскольку М'Ы' = (}Р = -^ А' В', то 

^МNN'М' < ~2 $ АВВ’А '• 

Таким образом, в рассматриваемом случае 
^Л1ЛГР<2 = Змыы'м' “Ь ^М'Ы'РЧ < ' 

< \ $АВВ'А' + у $А'В'С — ~2 Т - 

3) АСІ < <2С. Пусть А' и В' означают, как и выше, 
точки, симметричные точке С относительно точек <2 и Р, 



а М' и N' — точки, в которых отрезок А' В' пересекается 
с продолжениями сторон С}М и РN прямоугольника. 
Тогда (рис. 64) 

$м'м'РС1 = -^ 5 А'В'С [так же, как и в случае (1)], 


Ъ М’Ы'ЫМ > о $А'В'ВА> 


$м’ 

так как АВ < А'В' = 2ЛГАГ, и поэтому 
Змхрсі ~ ^м'м'РСі 


— ^ЛТЛ^Л^'ЛТ' < о ^А'В'С 


~~ "2 ^ А'В’ВА 
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Итак, наше утверждение полностью доказано. 
Предположим теперь, что не все вершины прямо- 
угольника лежат на периметре треугольника. Докажем, 

что тогда 5 < у Г. Рассмотрим два случая. 

а) Две противоположные стороны прямоугольника 
параллельны одной из сторон треугольника. Пусть, на- 
пример, стороны МЫ и Р(2 прямоугольника параллельны 
стороне АВ треугольника, причем МЫ расположена по 
ту же сторону от прямой Р<2, что и прямая АВ (рис. 65) . 


с 



Пусть П и Е — точки пересечения прямой МЫ со сто- 
ронами АС и ВС треугольника. Поскольку луч ОС} имеет 
общую точку с отрезком ЕС, а луч ЕР имеет общую 
точку с отрезком ОС, то эти лучи пересекаются в неко- 
торой точке Р треугольника ОЕС. Вершины М, Ы, Р, (} 
прямоугольника лежат на периметре треугольника ОЕР, 
поэтому площадь 5 прямоугольника не превышает по- 
ловины площади этого треугольника. Кроме того, пло- 
щадь треугольника ОЕР меньше площади треугольника 
АВС. Действительно, если прямая МЫ не совпадает 
с прямой АВ, то площадь треугольника ОЕР меньше 
площади треугольника АВС по крайней мере на пло- 
щадь трапеции АВЕО. Если же прямые МЫ и АВ совпа- 
дают, то одна из точек Р и (?, например Р, лежит 
внутри треугольника АВС и точка Р лежит либо внутри 
треугольника АВС, либо на стороне АС между верши- 
нами А и С. Следовательно, площадь треугольника ОЕР 
меньше площади треугольника АВС по крайней мере на 

шщодадь треугольника ЁЕО» Таким образом, 5<^Г. 
№ 




б) Ни одна из сторон прямоугольника не парал- 
лельна сторонам треугольника. Проведем через вер- 
шины А, В, С треугольника прямые, параллельные сто- 
роне МЫ прямоугольника (рис. 66). 





А 


Рис. 66. 


В силу принятого нами предположения никакие две 
из этих прямых не могут совпадать. Следовательно, одна 
из них, например та, которая проведена через вер- 
шину А, проходит между двумя другими и пересекает 
противоположную сторону в некоторой точке Д разби- 
вая треугольник АВС на треугольники АРВ и АБС. 

Есди' прямоугольник МкРС} лежит в одном из них, 
например в треугольнике АРВ, то 



Если же прямая АБ разделяет прямоугольник 
ММРС} на два прямоугольника площадью Д и. 5г, ле- 
жащих в треугольниках АйВ и АОС, то по крайней 
мере одна вершина прямоугольника лежит внутри ка- 
кого-то из треугольников, например вершина N лежит 
внутри треугольника ЛВД Из равенств 



доказаннных выше, получаем 
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Итак, решение задачи сводится к следующему. 

Площадь прямоугольника, вырезанного из треуголь- 
ника, не превышает половины площади треугольника. 
Максимум достигается в том и только в том случае, если 
две вершины прямоугольника совпадают с серединами 
двух сторон треугольника, а две остальные вершины 
лежат на его третьей стороне. 

Из остроугольного треугольника прямоугольник мак- 
симальной площади можно вырезать тремя способами, 
из прямоугольного треугольника — двумя способами 
и из тупоугольного треугольника — лишь одним спо- 
собом. 

85. Предположим, что простые числа р ь р 2> р 3 обра- 
зуют арифметическую прогрессию с разностью г > 0, не 
делящейся на 6, причем число р\ наименьшее из них. 
Тогда 

?2 = Р\ + г, Рз = Рі + 2г. 

Нетрудно видеть, что рі ^ 3 (если бы р, = 2, то р 3 
как четное число, которое больше 2, не могло бы быть 
простым). Следовательно, числа р\ и р 2 нечетны, а число 
г, равное разности р 2 — ри четно и либо г = 6к + 2, 
либо г — 6& + 4, где к — целое неотрицательное число. 

Докажем, что р\ делится на 3. Действительно, если 
бы р\ = Зт + 1 (т ^ 1 — целое число) и г = 6к + 2, 
то число р 2 = Зт + 6к + 3 делилось бы на 3, а по- 
скольку р 2 > 3, то оно не могло бы быть простым. 
Если бы р\ = 3 т +1 и г 2 = 6к + 4, то число р 3 = 
= 2>т -\- \2к -\- 9 не могло бы быть простым. Аналогич- 
ным образом, если бы р\ = Зт + 2 и г — 6к + 2, то 
число рз = 3т+12й + 6 не могло бы быть простым, 
а если бы р\ = 3 т -\-2 и г — 6& + 4, то число р 2 = 
= 3 т + 6к 4- 6 не могло бы быть простым. 

Итак, р і — простое число, делящееся на 3, то есть 
Рі = 3, что и требовалось доказать. 

86. Проведем доказательство методом от противного. 
Предположим, что при некотором а выполняется нера- 
венство 


Тогда при любом делом к величина а удовлетворяет не- 
равенствам 

а =т^= кя, (2) 

За^(26+1)|. (3) 


Неравенство (2) задает значения а, при которых суще- 
ствует 1Д§а, а неравенство (3) — значения а, при кото- 
рых существует і^За. 

Докажем, что если а удовлетворяет условиям (2) 
и (3), то 

<еЗа _ 3 — (е 2 а 

ід а 1 — 3 і§ 2 а ѵ ' 


Из тригонометрии известно, что соотношение 


За = 


а (3 — і§ 2 а) 
1 — 3 І^ 2 а 


( 5 ) 


выполняется при всех а, для которых существуют і§а 
и {§3а (в силу чего 1 — Зід 2 а=/=0), то есть при значе- 
ниях а, удовлетворяющих неравенству (3) и нера- 
венству 


аФ(2к+\)%, 


( 6 ) 


где к — любое целое число. 

Если, кроме того, Ф 0, то есть при 

а Ф кя (7) 


(к — целое число), то из равенства (5) следует равен- 
ство (4). Таким образом, если а удовлетворяет усло- 
виям (2) и (3), то выполняются (6) и (7), и поэтому 
справедливо соотношение (4). 

Из неравенства (1) и соотношения (4) следует, что 



3 — <:к 2 сх ^ „ 
1 -Зі§ 2 а 


Таким образом, а удовлетворяет двум неравенствам 
3 — (е 2 а ^ 1 


Из неравенства (8), получаем 


3 — ід 2 а 
1 - 3 ід 2 а 


1 

3 


> 0 , 


8 


3 (I — 3 і 8 2 а) 


> 0 , 


откуда 

1 — 3^ 2 а > 0. 


Из неравенства (9), преобразуя его, находим 


з — і ё 2 а 

1 — 3 ід 2 а 


— 3<0, 


8 Ід 2 а 
1 - 3 1д 2 1Г 


< 0 . 


( 10 ) 


Следовательно, (т 

либо і§ 2 ос = 0, либо 1 — 31§ 2 а < 0. 

Сравнивая условия (10) и (11), нетрудно видеть, что 
ід 2 ос = 0, поэтому ос = 0 и 

а = пл (п — целое число). (12) 


Соотношение (12) противоречит неравенству (2), 
Следовательно, предположение о том, что существует 
значение ос, для которого выполняется неравенство (1), 
неверно. Тем самым утверждение задачи доказано. 


87. Произведение 

( а і + а 2 + ... + а п ) [Ь { + Ь 2 + ... + Ъ п ) 

представляет собой сумму п 2 слагаемых двух типов: 
а) п слагаемых вида афі, где і = 1, 2 п (их сумму 

П \ 

мы обозначим афі)\ б) п{п — 1) слагаемых вида 

і = 1 / 

афь, где і=1, 2, ..., п\ к=\, 2, п, причем іфк 
(их сумму мы обозначим ^ о-фЛ. Слагаемые второй 

іфк ) 

суммы можно разбить на пары афф-\- афи Для каждой 
такой пары справедливо неравенство 

аф к + афі = ( афі + аф к ) — 

. (а { а к ) фі — Ък) < афі + аф к , 


поэтому сумма X а Фк меньше суммы п{п — 1) про- 

іфк 

изведений аФі, индекс которых і принимает каждое из 
значений 1, 2, , .., п одно и то же число раз (а именно, 
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(я«*1) раз). Таким образом, 

2 О-іЪк < (я — 1) (#1^1 + Я 2 &2 + . • . + 
і Ф к 

И 

(«1 + а 2 + • • • + а„) Фі + ^2 + • • • + &п) =* 

= 2 сііЬі + 2 < п {афі + а 2 Ь 2 + ... + а А)> 

;=і і ф к 

что и требовалось доказать. 

Примечание. Справедливо следующее более общее утвер- 
ждение: если йі ^ <22 ^ ^ а п и Ь\ ^ Ь 2 ^ ... ^ Ь п , то 

(аі + аг + ... + <* п ) {Ь\ + Ь 2 + ... + Ь п ) ^ 

^ п (оі&і + а 2 &2 + ••• + оДп)> 

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда а 1 = 
= йі — ... = а п или 6 1 = &2 = ••• — Ьп- 

Это неравенство известно как неравенство Чебышева. 

88. Пусть А, В, С, Д Е — заданные точки. Поскольку 
никакие три из них не лежат на одной прямой, то точки 
А, В и С служат вершинами треугольника, а каждая из 
точек О и Е лежит либо внутри него, либо снаружи. 
Могут представиться следующие случаи. 



а) Точки Пи Е лежат внутри треугольника АВС. 
Прямая ОЕ не проходит ни через одну из вершин А, В, 
С и поэтому пересекает две стороны, например сторону 
АС р точке М и сторону ВС в точке N (рис. 67). 

Заданные точки можно обозначить так, чтобы 
Трчра П лежала между точками М и Е. Четырехуголь- 
ник АЭЕВ при таком выборе обозначений выпуклый, 
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в чем нетрудно убедиться, поскольку относительно лю- 
бой из сторон АБ, ОЕ, ЕВ, ВА две остальные вершины 
расположены по одну и ту же сторону. 

б) Одна из точек О и Е, например О, лежит внутри 
треугольника АВС, а другая, то есть Я, — снаружи. 
Лучи БА, БВ, ОС делят плоскость на три выпуклые об- 
ласти (угла) АБВ, ВБС, СБА. Точка Е расположена 
внутри одной из них, например внутри угла ВОС. Че- 
тырехугольник ОВЕС выпуклый как общая часть двух 
выпуклых угловых областей ВБС и ВЕС (рис. 68). 



в) Точки Б и Е лежат вне треугольника АВС. Если 
точка Б расположена внутри одного из выпуклых уг- 
лов ВАС, СВА, АСВ, например внутри угла ВАС 



Рис. 69. 


(рис. 69), то четырехугольник АВСБ выпуклый как об- 
щая часть выпуклых угловых областей ВАС и ВОС. 

Если же точка Б лежит в одном из углов, образую- 
щих с внутренними углами треугольника пары верти- 
кальных углов, например внутри угла, образованного 
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продолжениями сторон треугольника за вершину А, то 
точка А находится внутри треугольника ВВС (рис. 70). 



Такое расположение точек аналогично рассмотренным 
ранее случаям (а) или (б). 

89. Пусть М, Л 7 , Р, С — точки касания сферы с реб- 
рами АВ, ВС, СО, ВА тетраэдра. 

Поскольку отрезки касательных, проведенных к сфе- 
ре из одной точки, равны, то 

АМ = А(І, ВМ = ВЫ, СN = СР, ВР = В(2. (1) 

Равенства (1) помогут нам доказать, что точки М, IV, 
Р, С} лежат в одной плоскости. 

Проведем плоскость МАР. Ни через одну из точек 
А, В, С, В она не проходит. Действительно, если бы пло- 
скость МЫР проходила через одну из этих точек, то она, 
как нетрудно видеть, проходила бы через все четыре 
точки, что невозможно, поскольку точки А, В, С, В не 
лежат в одной плоскости. Следовательно, точки А и В 
расположены по разные стороны от плоскости МNР. 
Аналогичные утверждения справедливы относительно то- 
чек В я С, С и В. Это означает, что точки А и В распо- 
ложены по разные стороны от плоскости МNР и она 
пересекается с отрезком АВ в некоторой точке Р. Дока- 
жем, что точка Р совпадает с точкой С} (рис. 71). 

Пусть А', В', С', В' — проекции точек А, В, С, В на 
плоскость МАР. В подобных треугольниках АМА' и 
ВМВ' 

АМ АА' 

ВМ — ВВ' • 
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Аналогичным образом можно доказать и равенства дру- 
гих отношений: 

ВЫ в В' СР СС' ир ДО' 

СЫ СС' ’ ОР ОБ' ’ 'АД~~АА Г - 

Умножая отдельно правые и левые части полученных 
равенств, находим 

АМ ВЫ СР йР АА' ВВ' СС' Ш' , 

вм " СЫ * БР ’ АР ВВ' ‘ ~сс г ' ~Шу " лл г= 

Равенства отрезков (1) позволяют преобразовать по- 
следнее равенство к виду 

АМ ИР 
йР ‘ АР 

Поскольку АМ = АС}, БР = БС}, то отсюда следует, что 

А0_ йР_ _ 

РЯ АР 

или 

АС} ■ БР = БС} • АР. (*) 

Но БР = АБ — АР, БС} = АБ — А<5. Подставляя най- 


ѵ 



денные выражения для БР и БС} в равенство (*), по- 
лучаем 

АС} (АБ - АР) = (АБ - Ар) АР, 

откуда 

АС} = АР, 

то есть точка Р совпадает с точкой С}, что и требовалось 
доказать. 
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90. Пусть М, Ы, Р, 0 — основания перпендикуляров, 
опущенных из точки О на грани А5В, В5С, СЗР), ВЗА 
(рис. 72) пирамиды. 

Плоскость 50М перпендикулярна плоскости четырех- 
угольника АВСО и плоскости А5В, поскольку содержит 
перпендикуляры 30 и ОМ к этим плоскостям. Следо- 
вательно, плоскость ЗОМ перпендикулярна прямой АВ 



А 


Рис. 72. 


пересечения плоскостей АВСВ и пересекается с ней в 
точке М' прямой ЗМ, причем АВ і. ОМ', то есть точка 
АГ — основание перпендикуляра, опущенного из точки О 
на прямую АВ. Аналогичным образом прямые 5А, ЗР и 
30 пересекаются с прямыми ВС, СИ и ОА в точках А', 
Р', 0', которые служат основаниями перпендикуляров, 
опущенных из точки О на эти прямые. Известно, что точки 
М', -/V', Р', 0' лежат на некоторой окружности а. Точки 
М, А7, ЛГ, А' также лежат на одной окружности. Действи- 
тельно, отрезок ОВ виден из точек М, А, М', А' под пря- 
мым углом. Следовательно, все эти точки расположены 
на поверхности сферы, построенной на отрезке ОВ как 
на диаметре. В то же время все они лежат в плоскости 
•5ЛЩ и поэтому находятся на линии пересечения 
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сферы и плоскости, то есть на некоторой окружно- 
сти |3. Окружности аир лежат в различных плоско- 
стях и имеют две общие точки М' и N'. Значит, суще- 
ствует сфера у, проходящая через обе окружности аир. 
Точки М', ЛГ, Р', М , N расположены на сфере у. 
Вместе с тем точки АГ, Р', ( А, Р лежат на некото- 
рой сфере у', а точки АГ, А', Р', <2', Р, С} — на некоторой 
сфере у". Но сферы у, у', у" совпадают (сферы у и у' 
проходят через вершины тетраэдра АГА'Р'А, а сферы 
у и у' — через вершины тетраэдра М'Ы'Р'Р ), поэтому 
точки АГ, А', Р', <3', М, А, Р, О лежат на сфере у. С дру- 
гой стороны, точки М, А, Р, С} лежат на сфере, построен- 
ной на отрезке 05 как на диаметре, поскольку из точек 
М, А, Р, <2 отрезок 05 виден под прямым углом. Эта 
сфера отлична от сферы у, поскольку касается плоскости 
АВСО в точке О и не проходит через точки АГ, А', Р', <3'„ 
Следовательно, точки М, А, Р, 0 лежат на линии пере- 
сечения двух различных сфер, то есть на окружности, 
что и требовалось доказать. 

Примечание 1. То, что точки М', Ы', Р', ( }' лежат на 
одной окружности, можно доказать так. 



Каждый из четырехугольников АМ'ОС ВЫ'ОМ', СР'ОЫ', 
БО'ОР' содержит два противолежащих прямых угла, поэтому 
его вершины расположены на некоторой окружности. По тео- 
реме об углах, вписанных в окружность 2 ОМ' О' = /.ОАО', 
А ОМ'Ы ' = А О ВЫ', АОР'О' = /.ОйО', АОР'Ы' = А ОСЫ'. 

Складывая отдельно правые и левые части этих ре- 
венств, получаем /.О’М’Ы' + /.СрР'Ы’ = (</<Х4(2'+/ОІ)(2')-Ь, 
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4- (ОВЫ' + ОСЫ') — 90° + 90° = 180°. Таким образом, в че- 
тырехугольнике М'Ы'Р'О' сумма двух противолежащих углов 
равна 180°. Следовательно, его вершины лежат на некоторой 
окружности (рис. 73). 

Примечание 2. Доказательство того, что точки М, Ы, Р, 
С) лежат на одной окружности, можно значительно сократить, 
если воспользоваться стереографической проекцией сферы с диа- 
метром 08 из точки 5 на плоскость АВСй. Известно, что при 
стереографической проекции окружностям на плоскости соот- 
ветствуют окружности на сфере. Окружности, проходящей через 
точки М', Л", Р', 0', соответствует окружность, проходящая че- 
рез соответствующие точки сферы, то есть через точки М, Л7 , 

р, О- 

91. Для того, чтобы решить задачу, необходимо ис- 
следовать делимость на 5 чисел вида и = 4 р 2 + 1 и 
ѵ = 6р 2 + 1 ( р — целое число) . 

Пусть г — остаток от деления числа р на 5, то есть 

пусть р — Ък + г, где к — целое число, а г — одно из 

чисел 0, 1, 2, 3, 4. Тогда 

и= Ю0к 2 + 40кг + 4г 2 + 1, . 

ѵ= 1506 2 + 606г + 6г 2 + 1. 

Эти равенства позволяют утверждать следующее: 
если р == 0 (гпосі 5 ) *, то и = 1 (той 5 ) , ѵ = 1 (той 5 ) ; 
если р = 1 (той 5 ) , то и = 0 (той 5 ) , ѵ = 2 (той 5) ; 
если р = 2 (той 5) , то и = 2 (той 5) , ѵ = 0 (той 5 ) ; 
если р = 3(той5), то и = 2(той5), ѵ = 0(той5); 
если р =з 4(той 5), то и = 0(той 5), ѵ з= 2(той 5). 

Таким образом, при любом целом р одно и только 
одно из трех чисел р, и, ѵ делится на 5. 

Если р — простое число, то р ^ 2, и > 5, ѵ > 5. Это 
означает, что числа и и ѵ могут быть простыми в том 
и только в том случае, если р делится на 5, то есть если 
р = 5. При р — 5 числа и и ѵ, как нетрудно проверить, 
действительно простые: и = 4-5 2 + 1 = 101, п = 6-5 2 + 
гЬ 1 = 151. 

Итак, задача имеет единственное решение: р = 5. 


* Запись а з=6 (той п) (читается: «а сравнимо с 6 по моду- 
лю п») означает, что разность а — 6 целых чисел а и 6 делится на 
натуральное число п. Если О^б^п — 1, то число Ь совпадает с 
остатком от деления числа а на я (или, что то же, с вычетом 
числа а по модулю я). 
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92. Докажем утверждение задачи методом матема- 
тической индукции. Так как р — нечетное число, то числа 

х\ + х\ = 2 и + + х 2 = — р 

целые и взаимно простые. Таким образом, при п — О 
утверждение задачи выполнено. 

Предположим, что при некотором целом п ^ 0 числа 

х" + х\ и х" +1 + х" +1 

целые и взаимно простые. Докажем, что тогда лг"+ 2 + 
+ х " + 2 — целое число, взаимно простое с числом х{* +1 + 
+ х" +! . Действительно, 

(х* +1 + х»+‘) (х, + х 2 ) == х”+ 2 + х»+ 2 + х,х 2 (х" + Л'"). 

Подставляя Хі + хг = — р, хіХг = — 1, получаем 
х?+ 2 + х" +2 = — р (ус** 1 + х% +1 ) + (о* + х ]). 

Следовательно, число х{ !+2 + х”+ 2 как сумма двух целых 
чисел целое, каждый делитель чисел х? +2 4- х"+ 2 и 
х" +1 + х* +1 является делителем числа х" + х", а тем 
самым общим делителем взаимно простых чисел л^ +1 + 
+ х% +1 и х^ + х*. Таким образом, числа х"+ 2 + х"+ 2 и 
х" +1 + х% +1 взаимно простые. Отсюда по индукции мы 
заключаем, что утверждение задачи выполняется при 
любом натуральном п. 

93. Предположим, что целые числа а и 6 удовлетво- 
ряют соотношению 

2а 2 + а = 36 2 + 6. (1) 

Если а = 0, то 36 2 + 6 = 6(36 + 1) = 0. Отсюда сле- 
дует, что 6 = 0 (поскольку при целом 6 множитель 
36+1 +=0). В этом случае утверждение задачи верно, 
так как а — 6 = 0, 2а + 26 + 1 = 1. 

Остается рассмотреть случай а Ф 0. При а ф 0 из 
соотношения (1) следует, что 6 Ф 0 и а ф Ь. 

Пусть й — наибольший общий делитель чисел а и 6, 
и пусть 

а = а х (1, 6 = 6і+ (2) 
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Целые числа а\ и Ъ\ взаимно просты, причем а\'^= Ь і. 
Следовательно, Ъ\ — а\-\-г, где г — отличное от нуля 
целое число, взаимно простое с а\. 

Из соотношений (1) и (2) получаем 

2 йа\ + а 1 = 3 ^ + Ъ ІШ 

Подставляя в новое соотношение Ь\ = г, преобра- 
зуем его к виду 

2 йа\ + а, — Ы (й[ + г) 2 + а { + г, 

откуда 

сіа 2 + 6 сіа/ + 3 сіг 2 + г = 0. (3) 

Три первых члена в левой части равенства (3) делятся 
на сі, поэтому г также делится на сі. Три последних члена 
делятся на г, поэтому йа 2 делится на г, а поскольку г 
и а\ взаимно просты, то сі делится на г. Таким образом, 
либо г — й, либо г — —й. Если г — й, то из соотноше- 
ния (3) следует, что 

а 2 { + 6а/ + Зг 2 + 1 = 0. 

Это равенство не может выполняться, так как ни при 
каком а\ число а^+ 1 не делится на 3. Итак, 

г = -а. 

Поскольку Ъ\ = а\ — сі, то Ь = а — й 2 и 

а — Ъ — й 2 . (4) 

Из соотношения (1) следует, что 

2а 2 - 2Ь 2 + а - Ь = Ь 2 , 

ИЛИ „ 

(а - Ъ) (2а + 2Ь + 1) = Ь 2 . (5) 

Отсюда, учитывая соотношения (2) и (4), получаем 

2а + 2Ь+ 1 = Ъ\. (6) 

Утверждение задачи содержится в соотношениях (4) 
и (6). 

Примечание. Можно доказать, что при выполнении ра- 
венства (1) За + 36 + 1 также представляет собой квадрат не- 
которого целого числа. Действительно, (За + 3& + 1) (а о) => 
_= За 2 + а — 3 Ь 2 — Ь 2 = За 2 + а — 2а 2 — а = а 2 . Следовательно, 
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если афЬ,то целое число За + 36 + 1 равно частному от деле- 
ния а 2 и а — Ь, то есть равно а*. Если же а = Ь = 0, то За + 


94 . Назовем обыкновенной точкой замкнутой ломаной 
любую точку, принадлежащую лишь одному звену лома- 
ной, и любую вершину, принадлежащую лишь двум зве- 
ньям ломаной, а любую точку, которая, не будучи вер- 
шиной ломаной,^ принадлежит лишь двум ее звеньям, 
назовем двойной точкой. Если никакие три вершины 
замкнутой пятизвенной ломаной не лежат на одной пря- 
мой, то любая ее точка либо обыкновенная, либо двой- 
ная. Докажем, что такая ломаная может иметь 0, 1, 2, 3 
или 5 двойных точек, но не может иметь 4 двойные 
точки. 



Рис. 74. 


Пусть А ь А 2 , А 3 , А 4 , А 5 — последовательные вершины 
правильного пятиугольника. Ломаные А,А 2 А 3 А 4 А 5 А,, 
А\А 2 АзА$А 4 А{, А\АзА ъ А 4 А 2 А\ и АіАзА 5 А 2 А 4 Аі имеют со- 
ответственно по 0, 1, 2, 5 двойных точек (рис. 74). 

Ломаная А\АзЗА 2 А 4 А\, где 5 — центр того же пра- 
вильного пятиугольника, имеет 3 двойные точки. 

Поскольку 5 прямых могут пересекаться не более чем 
5 • 4 

в 2 ^ точках, то пятизвенная ломаная (с пятью 


вершинами), не может иметь более пяти двойных точек. 

Осталось еще доказать, что число двойных точек 
ломаной рассматриваемого типа не может быть равно 4. 

186 


Предположим, что ломаная А1А2А3А4А5А1 имеет бо- 
лее трех двойных точек. Докажем, что тогда она имеет 
5 двойных точек. Поскольку ломаная имеет 5 звеньев, то 
какие-то две из ее двойных точек принадлежат одному 
и тому же звену, например звену ЛіЛ 2 . Обозначим их М 
и N так, чтобы точка М оказалась между точками А\ 
и N. Точки М и N — это точки пересечения звена ЛіЛ 2 
со звеньями Л 3 Л 4 и Л4Л5, имеющими общую вершину Л 4. 
Вся ломаная лежит в плоскости ЛіЛ 2 Л 4 , причем осталь- 
ные двойные точки расположены по другую сторону от 
прямой ЛіЛ 2 , чем вершина Л 4 , а именно принадлежат 
звеньям Л1Л5 и Л 2 Лз. 



Рис. 75. 


Нетрудно убедиться в том, что точка Л 3 лежит на 
прямой Л 4 М, а точка Л 5 — на прямой Л \Ы . Действитель- 
но если бы было иначе, то есть если бы точка Л 3 лежала 
на’ прямой АЛ, а точка Л 5 — на прямой АЛ (рис. 75), 
то точки Лі и Лз были бы расположены по разные сто- 
роны от прямой Л 4 Л 5 . Следовательно, звено Л,Л 5 не пе- 
ресекалось бы со звеньями Л 2 Л 3 и Л 3 Л 4 . Аналогично 
звено Л 2 Л 3 не пересекалось бы со звеньями Л 4 Л 5 и Л 5 Ль 
Но тогда вопреки предположению ломаная имела бы 

только две двойные точки — М и N. 

По доказанному выше точки Лі и Л 5 расположены по 
разные стороны от прямой Л3Л4, а точки Л 2 и Л 3 по 
разные стороны от прямой Л4Л5. Звено Л \А 5 пересекает 
прямую Л 3 Л 4 в некоторой точке Р, а звено Л 2 Л 3 — пря- 
мую Л 4 Л 5 в некоторой точке С ). Докажем, что В и у — 
двойные точки ломаной, а именно, что точка г 
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расположена между точками А 3 и М, а точка О 
между точками А 5 и N. 4 




Если бы точка Р лежала на продолжении отрезка 

расположена 7 п 3 (РНС ' 76) ’ Т0 Т0ЧКИ Аг ’ Лз ’ А < был?и бы 
расположены по одну и ту же сторону от прямой А г А 5 
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и, следовательно, звено Л1А5 ломаной не пересекало бы 
ни одного из звеньев А 2 А 3 и А 3 Аа- 

Но тогда на звене А\А 3 не было бы ни одной двойной 
точки, а звену А 2 А 3 принадлежала бы только одна двой- 
ная точка (точка пересечения звена А 2 А 3 со звеном 
Л 4 Л 5 ). Таким образом, ломаная имела бы лишь 3 двой- 
ные точки, что противоречит исходному предположению. 
Доказательство того, что точка <3 лежит между точками 
Л 5 и N (рис. 77 ), проводится аналогично. 

Отрезки АіА 5 и А 2 Аз пересекаются в некоторой 
точке Р. Действительно, конец отрезка Л1Л5 лежит вне 
треугольника ЛзЛ4<3, а сам отрезок Л1Л5 пересекает сто- 
рону Л 3 Л 4 этого треугольника, но не пересекает сторону 
Л 4(3. Следовательно, отрезок Л1Л5 должен пересекать 
сторону Л 3 <2 треугольника Л 3 Л4<3. Таким образом, лома- 
ная имеет 5 двойных точек: М, А/, Р, ( 2 , Р. 

Примечание. Доказанное выше утверждение является 
частным случаем общей теоремы о числе замечательных точек 
замкнутой ломаной. Сформулируем ее для таких ломаных, каж- 
дая точка которых принадлежит не более чем двум: звеньям. 
Точку, принадлежащую л'ишь одному звену, или вершину ло- 
маной, назовем обычной точкой, а точку, принадлежащую двум 
несмежным звеньям, — двойной точкой ломаной. Для ломаных 
рассматриваемого нами типа теорема утверждает следующее. 

Число двойных точек замкнутой ломаной, с п > 4 звеньями 
может быть равно: 

а) любому из чисел от 0 до — — ^ — — включительно, 

. п (п — 3) , 

кроме числа — — - — !, если п нечетно; 

б) любому из чисел от 0 до — - — - — — -)- I включительно, 
если п четно. 

Никакого другого числа двойных точек у ломаной быть не может. 
Доказательство этого утверждения можно найти- в книге 5і Зіха- 
5 гема? 2 , 2агіапіа г Оіітріасі МаіЬетаікхп.усЬ, і. ІѴ„ ХѴагвгаѵѵа, 
Р2ѴѴ5, 1972. 

95 . а. Прежде всего заметим, что если имеется квад- 
рат, разделенный на т квадратов, то один из т квадра- 
тов можно разделить на четыре еще меньших квадрата, 
соединив середины его противоположных сторон. При 
этом весь исходный квадрат окажется разделенным на 
т + 3 квадрата. 

Пусть п — натуральное число больше 1 . Разделим каж- 
дую сторону квадрата С} па п равных частей и соединим 
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отрезками прямых, параллельных сторонам квадрата 
точки деления на каждой из пар противоположных 
сторон. Квадрат <2 окажется разделенным на п 2 меньших 
квадратов <3,-, причем к каждой стороне квадрата О бу- 
дет прилегать п квадратов <3,-. ^ у 

Рассмотрим две смежные стороны квадрата О. К ним 
прилегают 2п — 1 квадратов <2,- (один из квадратов О,- 
прилегает к обеим сторонам квадрата (2). Остальные 
квадраты ^ заполняют квадрат /? со стороной, равной 
1(л-1)/я]-и стороны квадрата 0. Стерев все линии 
проходящие по квадрату /?, получим разбиение квадрата 

пГ, 1 К о ЭДРаТОВ ^ И квад Р ат Я, то есть на 
\^ч *)т 1 == 2л квадратов. 

Итак, квадрат можно разделить на любое четное 
число квадратов больше двух. 

Но тогда, пользуясь замечанием, приведенным в на- 
чале решения, квадрэт можно разделить и на 2п + 3 = 
— 2(п+ 1)+ 1 (я> 1) квадратов, то есть на любое не- 
четное число квадратов больше пяти. 

Итак, мы доказали, что квадрат можно разделить на 
любое число квадратов больше" пяти. 

б. Если квадрат разделен на квадраты, то в такой 
фигуре встречаются только прямые или развернутые 
углы и стороны меньших квадратов параллельны соот- 
вѳтствующим сторонам большего квадрата. 

Предположим, что квадрат (2 со стороной, равной 1 
и вершинами А, В , С, О разделен на 5 квадратов <2 Ь П 2 ’ 
Уз, ц Ці, (І5- Каждая вершина квадрата <2 служит верши-* 
ной одного из квадратов (/=1, 2, ..., 5), причем 
две различные вершины квадрата (2 не могут принадле- 
жать одному и тому же квадрату <2,-, поскольку расстоя- 
ние между ними >1. Пусть А, В, С, О служат верши- 
нами квадратов <3 Ь <3 2 , (2 3 , ( 2» со сторонами а, Ъ с й 

Если бы все вершины квадрата <3 5 лежали внутри 
квадрата <2, то стороны квадратов (2,- целиком покры- 
вали бы стороны квадрата <2, то есть выполнялось бы 
равенство 

а + 6 = 6 + с = с + с?=с? + а=1, 

из которого следовало бы, что с = а, й= Ь. Но тогда 

площадь квадрата можно было бы записать и в 
виде 
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— 2а 2 + 2Ь 2 + 5(Э 5 , 


и в виде 

5ц = (а + Ъ) 1 2 , 

из чего следовало бы, что 

5ц, = (а + Ь ) 2 - 2а 2 - 2Ь 2 = - (а - Ь) 2 < 0. 

Площадь квадрата С? 5 , очевидно, не может удовлетво- 
рять такому неравенству. 

Если бы какая-нибудь вершина квадрата <Э 5 находи- 
лась на одной из сторон квадрата (3, например на 
стороне АВ, то на А В лежала бы какая-нибудь из сто- 
рон квадрата СЗб, например ЛШ. Две остальные вершины 
квадрата (Зб лежали бы на перпендикулярах, восстав- 
ленных к АВ в точках М и ІѴ, на расстоянии меньше 1 
от АВ, то есть находились бы внутри квадрата <3. Это 
означало бы, что 

Ь + с= 1, с + Л= 1, Л + а= 1 и а + Ь< 1. 

Эти условия противоречивы, поскольку из трех пер- 
вых условий следует равенство (Ь + с) — (с + гі) + 
4 - (а + а ) = 1 — 1 + 1, то есть а + Ь = 1, противореча- 
щее последнему условию. 

Итак, предположение о том, что квадрат (3 разделен 
на 5 квадратов, приводит к противоречию: разбиение 
квадрата на 5 квадратов невозможно. 

96. Последующие рассуждения значительно упро- 
щаются, если ввести некоторые обозначения. Пусть 2 — 
конечное множество точек окружности '. Если замкнутая 
ломаная, вершины которой принадлежат множеству 2, 
обладает тем свойством, что среди звеньев ломаной каж- 
дый отрезок, соединяющий две точки множества 2, 
встречается один и только один раз, то такую ломаную 
мы обозначим 5(2). 

Предположим, что для некоторого множества 2, со- 
держащего точек, существует ломаная 5(2). 

Тогда в каждой точке множества 2 сходятся п — 1 
звевьев ломаной. Вычерчивая ломаную единым росчер- 
ком пера, мы будем входить в каждую вершину столько 

1 Это условие можно заменить более слабым, потребовав, чтобы 

никакие 3 точки множества 2 не лежали на одной прямой. Все при- 
водимые ниже рассуждения при этом остаются в силе. 
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же раз, сколько выходить из нее, поэтому число п — 1 
четное, а число п нечетное. Таким образом, ломаная 
Ь{2) не может существовать, если п — четное число. 
Докажем, что при нечетном п ломаная Ь(2) существует. 
(Тем самым мы ответим на вопрос задачи.) 

Воспользуемся методом математической индукции. 
Пусть п = 2т + 1 (т — натуральное число) . При т = 1 , 
то есть для множества, содержащего три точки А\, А 2 , 
Аз, утверждение верно: свойствами, о которых говорится 
в условиях задачи, обладает ломаная ЛіЛ 2 Л 3 Ль 

Предположим, что наше утверждение верно при 
т = к — 1, то есть для множества 2, содержащего 2 к — 1 
точек ( к — натуральное число ^2). Докажем, что тогда 
оно выполняется и при т = к, то есть для множества 2, 
содержащего п — 2к + 1 точек. 

Рассмотрим множество 2, содержащее точки А і, 
Аі А 2 ь-\, А 2 ь, Лгй+і окружности. Пусть 11 — множе- 

ство, которому принадлежат только точки Ль Л 2 , ... 
..., А 2 ь ~ ь По предположению индукции для множества 
V существует ломаная 

Нетрудно видеть, что существует замкнутая ломаная 
К, звеньями которой служат отрезки, соединяющие каж- 
дую из точек Ль Л 2 , ..., Л 2 *-і с точками А 2к и Л 2 *+ь и 
отрезок Л 2 &Л 2 АН- 1 , причем среди звеньев ломаной К каж- 
дый такой отрезок встречается лишь один раз. Такова, 
например, ломаная К'. 

А\А 2к А 2 А 2к+ \АзА 2к А/^А 2к+ \Л 5 . . . 

• • • А 2 к-\А 2 иА 2 ь+\Аі. 

Заметим, что из отрезков, соединяющих точки мно- 
жества 2, звеньями ломаной К служат лишь такие от- 
резки, которые не встречаются среди звеньев ломаной 

ЦѴ)- 

Образуем теперь из ломаных Ь{1!) и К одну лома- 
ную следующим образом. За начало ломаной Ь(ІІ) вы- 
берем точку Лі и, вычертив всю ломаную Ь(11), возвра- 
тимся снова в точку Ль Затем, отправляясь из точки Ль 
опишем ломаную К и снова вернемся в Ль Мы получим 
ломаную, начинающуюся и заканчивающуюся в точке 
Ль Среди звеньев этой ломаной каждый из отрезков, 
соединяющих точки множества 2, встречается один и 
только один раз. Следовательно, нам удалось построить 
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ломаную Ь{1). Тем самым утверждение задачи дока- 
зано (методом математической индукции). 

97. Предположим, что многочлены 

Р (х) = а 0 х 3 + «і* 2 + а 2 х + «з 

С 2 (х) = Ь 0 х 3 + Ь\Х 2 + Ъ 2 х + Ь 3 , 

коэффициенты которых а* и Ьі (і = 0, 1, 2, 3) целые 
числа, причем а о ф 0, ЬоФ 0, имеют общий иррацио- 
нальный корень а. 

Число а является также корнем многочлена 

Я ( х ) — Ь 0 Р (х) - а 0 <Э (х) = (аф 0 - аФі) х 2 + 

+ (а 2 Ьо — О-Фі) х + (афо — аФз)> (2) 

поскольку Я {а) = ЬоР(а ) — аоСІ(а) = 0. Возможен один 
из двух случаев. 

а) афо — «о^і Ф 0. Тогда Я(х)— многочлен второй 
степени по х с целочисленными коэффициентами, по- 
этому его иррациональный корень а имеет вид 
т + пл /^, где т, п, р — рациональные числа, причем 
число р отлично от квадрата рационального числа, а 
п ф 0. 

Заметим, что 

Р(т + п л/р) = а 0 (т + п л/р) 3 + а х (т + п л/ р/ Ф 

-+- а 2 (т + пл/р) + а 3 = М + N V Р> 
р(т — п л] р ) = ад (т — п л/ р) 3 ф а ( (т пл/р) 

... . + а 2 [т — пл/ р) + «з — М — N V Р> 

где М и N — рациональные числа: 

М = а 0 т 3 + 3 а 0 тп 2 р + аіт 2 + а\П 2 р + а 2 т + а 3 , 

N — 3 аот 2 п + а й п 3 р + 2а[тп а 2 п. 

Поскольку число тфпл/р --корень многочлена 
Р(х), то М + N л/~р = 0. Следовательно, Ы = 0, так_как 
в противном случае выполнялось бы равенство л/ Р 
= — М/А, что невозможно, так как число л/ р — ирра- 
ционально, а число ЩЫ — рационально. Но тогда М=0, 
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7 Зак. 933 


и, таким образом, А1 — N д / р =0. Это означает, что 

число т п д/р также является корнем многочлена 

Р(х). 

Аналогично можно проверить, что т — пл/гГ— ко- 
рень многочлена (}(х). 

Итак, ^многочлены Р(х ) и (2( х ) имеют общий корень 

т яд / р , отличный от корня т + п д/ р , поскольку 
и^О и /?^0. 

б) = 0. В этом случае Р(х ) — многочлен 

первой степени по х с целочисленными коэффициентами, 
обращающийся в нуль, когда независимая переменная х 
принимает иррациональное значение а. Такой многочлен 
должен тождественно равняться нулю, или 

Ь а Р (х) — а 0 <2 (х) = 0 


при всех х. Следовательно, значения, принимаемые мно- 
гочленами Р(х) и <2(х), пропорциональны, каждый ко- 
рень многочлена Р(х) является корнем многочлена <3(х)’, 
и наоборот. Многочлен третьей степени Р(х), помимо а, 
имеет еще два корня (вещественных или комплексных) 
а и а . По крайней мере один из них отличен от а, так 
как если бы выполнялось равенство «' = а" = а, то из 

выражения а + а' + а"=-|р- следовало бы, что а = 

0 

а>\ 

"За7’ что невозможно > поскольку а — иррациональ- 
ное, а — рациональное число. Если же, например, 

а' фа, то а' — еще один общий корень многочленов 
Р{х) и С1(х). Тем самым утверждение задачи полностью 
доказано. 

98. Ясно, что уравнение 

х і + 4у 4 = 2(г і + 4и 4 ) (1) 

имеет решение (0, 0, 0, 0). Докажем, что это единствен- 
ное решение уравнения (1) в целых числах. 

Для доказательства воспользуемся следующей лем- 
мой: 

если к\, къ, ..., к п — различные неотрицательные це- 
лые числа и хі, х?, х п — целые числа, не делящиеся 
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на натуральное число с, то 

с к 'х ! + с*х 2 + ... + с кп х п ф 0. 

Доказательство этого неравенства весьма просто. 
Пусть, например, к\ — наименьшее из чисел кі ( і — 1, 

2, .... п). Запишем тождество 

с к 'Хі + с к *х 2 + . . . + с кп х п = 

= с^(х 1 + с к *-^х 2 + ... +с к *- к 'х п ). 

Все слагаемые суммы, стоящей в скобках в правой 
части тождества, кроме первого слагаемого, делятся на 
с, так как кі — йі > 0 при іф I. Первое же слагаемое 
Х\ по предположению не делится на с. Следовательно, 
эта сумма отлична от нуля, а поскольку с к ' ф0, то вы- 
полняется неравенство (2) . 

Предположим, что целые числа х, у, г, и образуют 
решение уравнения (1). Существуют такие неотрица- 
тельные целые числа к, I, пг, п, что 

х = 2 к х и у = 2 1 у и г = 2 т г и и = 2 п и и 

где каждое из чисел Х\, уи %і, и \ нечетно или равно нулю. 
Подставляя х, у, г, и в уравнение (1), преобразуем его 
к виду 

246*4 2«+2у4 _ 2 іт + 1 г\ — 2 іп+3 и\ = 0. (3) 

Числа 4 к, 4/ + 2, 4т '+ 1, 4п + 3 различны, поскольку 
дают при делении на 4 различные остатки, поэтому 
Хі = уі = 2 і = иі = 0. Действительно, если бы какие- 
нибудь из чисел хи уі, 2і, иі были отличны от нуля, то 
они были бы нечетными и равенство (3) противоречило 
бы лемме. 

Таким образом, х — у = г = и = 0, что и требова- 
лось доказать. 

99. Воспользуемся методом математической индук- 
ции. При п — 1 утверждение задачи верно, поскольку 
если Хі ^ 1 / 2 , то \—хі ^ 1 І 2 . Предположим, что оно 
верно при некотором натуральном к, иными словами, 
если числа х и х 2 , .... х к неотрицательны и хі + х 2 'Фі • • . 

+Хк^% то (1— — х 2 \ ... .(1 —Хк)^]І 2 . 


7* 
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Докажем что тогда утверждение задачи выполняется 
и при п — к+ 1. Пусть х и х 2 х к , х* + і — неотрица- 

тельные числа, удовлетворяющие неравенству х, + 
+ х 2 + ... +х к + х к+і ^ Ѵ 2 . Запишем это неравенство 
в виде х, + х 2 + ... +*;<У 2) где х' к = х к + х 
в силу чего х';>0. * +і 

По предположению индукции 

(1 *і) 0 ~ х а) • • • (1 х к) = 

= (1 - *і) (1 - Х 2 ) . . . (1 - X, - Х к+] ) > 1/2. 

Поскольку х к х к+ , > О, то 1 - Х Л - х А+1 < 1 - Х А - 
**+> ЗД+1 = О х к ) (1 — Х к+ \) и поэтому 
(1-Ж,)(1-Х 2 ) ... (1-х,)(1-х нг )> 

>(1-х,)(1-х 2 ) ... (1 -**-**+,)> у*. 

Таким образом, утверждение задачи выполняется при 
любом натуральном п. 

Примечание. Доказанное нами неравенство допускает 
следующее обобщение: * 

если числа х,, х 2 , . . . , х„ удовлетворяют неравенствам 


0<х. <1 


(*' = 1. 2 «), 


(1-^)0 -Л) ... + *„). 

100. Пусть о — сумма квадратов площадей ортого- 
нальных проекций граней прямоугольного параллелепи- 
педа на плоскость я. 

Если я — плоскость одной из граней прямоугольного 
параллелепипеда, то сумма о равна удвоенному квад- 
рату площади этой грани. Прямоугольный параллелепи- 
пед, не имеющий формы куба, содержит по крайней мере 
две различные по площади грани. Следовательно при 
проектировании такого прямоугольного параллелепипеда 
на плоскости не равных по площади граней сумма а при- 
нимала бы различные значения. 

Докажем, что для куба с ребром а значение а не за- 
висит от положения плоскости я, а именно что а = 2 а 4 
при любом положении плоскости я. 

Поскольку проекции одной и той же фигуры на па- 
раллельные плоскости представляют собой конгруэнтные 
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фигуры, то в приводимом ниже доказательстве, не огра- 
ничивая общности, можно считать, что плоскость я про- 
ходит через одну из вершин куба (обозначим эту вер- 
шину 5), а весь куб лежит в одном из замкнутых 1 по- 
лупространств, на которые плоскость я делит все про- 
странство. 

Пусть п — луч, ^проведенный из вершины 5 в полу- 
пространстве, содержащем куб, перпендикулярно пло- 
скости л. Луч п образует с выходящими из вершины 5 
ребрами 5Л, 8В, 5С куба углы а, |3, у, каждый из ко- 
торых ^90°, и поэтому лежит в трехгранном угле 8ЛВС 
с тремя прямыми плоскими углами. 

Для вычисления суммы о воспользуемся теоремой о 
том, что площадь ортогональной проекции плоского мно- 
гоугольника на плоскость я равна произведению пло- 
щади этого многоугольника на косинус угла наклона его 
плоскости к плоскости я. 

Углы наклона граней куба, сходящихся в вершине 5, 
к плоскости я равны углам, образуемым перпендикуляр- 
ными к этим граням ребрами 5Л, 8В, 8С куба с лучом 
п, то есть углам а, Р, у. Следовательно, площади ортого- 
нальных проекций граней куба, сходящихся в вершине 
5, равны а 2 * соз а, а 2 созр, а 2 созу и 

а = 2а 4 (соз 2 а + соз 2 р + соз 2 у). (1) 

Выберем на луче п произвольную точку М, отличную 
от вершины 5. Пусть М\, М 2 , М з — проекции точки М 
на прямые 5Л, 8В, 8С. Тогда 

5М? + 5М 2 + 5Мз = 5М 2 . (2) 

Действительно, если ни одна из точек М\, М 2 , М 3 не 
совпадает с вершиной 5, то 8М — диагональ прямоуголь- 
ного параллелепипеда с ребрами 5ЛД, 5/ОДг, 5М 3 
(рис. 78). Если одна из этих точек, например М 3 , совпа- 
дает с вершиной 5, то 5М — гипотенуза прямоугольного 
треугольника ЗММи а если с вершиной 5 совпадают две 
из трех точек М\, М 2 , М з, например М 2 и М з, то 
8М = ЗМи 


1 Замкнутым полупространством называется множество, которое 

состоит из точек, лежащих по одну сторону от плоскости (открытое 

полупространство), и точек самой плоскости. 
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Подставляя значения = 5М соз а, ВМ 2 

ВМсозр, 5ЛГ 3 = 5Л1со5у в соотношение (2), полу-. 



5М 2 (соз 2 а + соз 2 р + соз 2 у) = 5М 2 , 
а поскольку 5ЛГ ф 0, то 

соз 2 а + соз 2 р + соз 2 у = 1 . (3) 

Сравнивая соотношения (1) и (3), приходим к оконча- 
тельному ответу: 

а = 2а 4 , 

что и требовалось доказать. 

101 . Пусть (АВС...) означает площадь многоуголь- 
ника АВС... . По условиям задачи (рис. 79) 

(ЛВСП) = V, (АВСОЕР) = (ВСПВ). (1) 

Кроме того, 

(АВСй) = (ЛВП) + (И ВС), (ВСИЕ) = (ВВП) + (ВВС). (2) 
Из соотношений (1) и (2) получаем 
(ЛВП) = (ВВП). 
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Отсюда следует, что АЕ\\ВО, поскольку вершины А и Е 
треугольников АВИ и ЕОВ, имеющих общую сторону, 
лежат в одной полуплоскости относительно прямой ВО, 
Аналогично можно доказать, что АС\\йР и СЕ\\ВР. 
Пусть М — точка пересечения диагоналей АО и ВЕ, 
Поскольку заданный шестиугольник выпуклый, то такая 
точка существует. Рассмотрим гомотетию с центром М, 


Е 



Рис. 79. 


отображающую точку А в точку П. Точку Е эта гомоте- 
тия переводит в точку В, поскольку В — общая точка 
прямой ЕМ и образа прямой АЕ — проведенной через 
точку П прямой, параллельной прямой АЕ. Точку С рас- 
сматриваемая нами гомотетия переводит в точку Р, по- 
скольку Р — общая точка образов прямых АС и ЕС, а 
именно: проведенной через точку О прямой, параллель- 
ной прямой АС, и проведенной через точку В прямой, 
йараллельной прямой ЕС. Следовательно, прямая СЕ 
проходит через центр М гомотетии и поэтому диагонали 
АО, ВЕ, СР имеют общую точку, что и требовалось до- 
казать. 

102. Введем следующие обозначения. Пусть 7 — мно- 
жество заданных точек А\, А 2 , . А 6 , й — длина наи- 
большего из отрезков АіАн, б — длина наименьшего из 
отрезков АЛк (і, к = I, 2, .... 6, і ф_к) . 

Требуется доказать, что й^бд/З- Справедливость 
этого неравенства легко устанавливается следующими 
рассуждениями. х 

/ 
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а) В множестве 2 существуют 3 точки, лежащие на 
одной прямой. Пусть, например, точка Л 2 лежит на от- 
резке АіА 3 , причем Л,Л 2 <Л 2 Л 3 . Тогда А Х А Ъ '^2А Х А 2 , 
й ^ ЛіЛ 3 , б ^ Л іЛ 2 и, следовательно, гі^2б > б д/3 • 

б) Три точки из множества 2 образуют треугольник, 
один из углов которого не меньше 120°. Пусть, напри- 
мер, 180° > 2 Л,Л 2 Л 3 >120°. Тогда соз (2 Л]Л 2 Л 3 Х— '/ 2 
и Л і Л|= ЛіЛ 2 +Л 2 Лз— 2ЛіЛ 2 • Л 2 Л 3 соз(2 Л]Л 2 Л 3 )>ЛіЛ 2 + 
+ Л 2 Л 3 + ЛіЛ 2 - Л 2 Л 3 . Так как ЛіЛ 3 <й, Л]Л 2 >6, Л 2 Л 3 >6, 
то из полученного неравенства следует, что 

а! 2 ^ 36 2 , или сП>бд/3. 

Предположим, что данное множество 2 не обладает 
свойством, рассмотренным в пункте (а). Докажем, что 
тогда оно непременно обладает свойством, рассмотрен- 
ным в пункте (б). 

Пусть \Ѵ — выпуклый многоугольник, содержащий 
множество 2 и такой, что каждая вершина И/ совпадает 
с одной из точек Л/. Многоугольник \Ѵ может иметь 
3, 4, 5 или б вершин. 

Если Ц7 — треугольник (например, треугольник 
ЛіЛ 2 Л 3 ), то^ точка Л 4 лежит внутри этого треугольника. 
По крайней мере у одного из треугольников ЛіЛ 4 Л 2 , 
Л і Л 4 Л з, Л 2 Л 4 Л 3 угол при вершине Л 4 не меньше 120°, по- 
скольку сумма всех трех углов при вершине Л 4 равна 

Если IV — четырехугольник (например, четырехуголь- 
ник ЛіЛ 2 Л 3 Л 4 ) или пятиугольник (например, пятиуголь- 
ник Л іЛ 2 Л 3 Л 4 Лб) , то Ц7 можно разбить на треугольники 
диагоналями, выходящими из одной вершины. Точка Л 6 
находится внутри одного из таких треугольников, по- 
этому рассматриваемый случай сводится к преды- 
дущему. 

Наконец, если ]Ѵ — шестиугольник, то сумма его 
внутренних углов равна 720°. Следовательно, наиболь- 
ший из этих углов ^ 120° и определяет треугольник, 
рассмотренный в пункте (б). 

Таким образом, множество 2 всегда содержит либо 
3 точки, лежащие на одной прямой, либо 3 точки, обра- 
зующие треугольник, один из углов которого не меньше 
120 °. 
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Тем самым утверждение задачи выполняется для лю- 
бого множества, содержащего 6 произвольно выбранных 
точек плоскости. 

Примечание. В приведенном выше решении мы вос- 
пользовались тем, что для любого множества п ^ 3 точек пло- 
скости, не лежащих на одной прямой, существует выпуклый 
многоугольник, содержащий все множество и такой, что его 
вершины совпадают с точками множества. Существование такого 
многоугольника (назовем его выпуклой оболочкой данного мно- 
жества) интуитивно очевидно. Выберем на поверхности стола 
любое число точек, воткнем в каждую из них булавку, а затем 
накинем на них тугую резинку так, чтобы она, стянувшись, 
охватила все булавки. Резинка зацепится за некоторые булавки 
и примет форму выпуклого многоугольника, объемлющего все 
булавки. Разумеется, эти наглядные соображения отнюдь не за- 
меняют строгого доказательства существования выпуклой обо- 
лочки, к которому мы сейчас переходим. 

Воспользуемся методом математической индукции. Для мно- 
жества п — 3 точек, не лежащих на одной прямой, доказы- 
ваемое утверждение верно: выпуклой оболочкой множества слу- 
жит треугольник, образуемый точками множества. Предполо- 
жим, что выпуклая оболочка существует при некотором п. До- 
кажем, что тогда то же са.мое справедливо и для п 1 точки. 
Пусть множество 2 состоит из (я + 1) точек плоскости, не ле- 
жащих на одной прямой. Выберем на плоскости произвольную 
точку М и обозначим Аі точку множества 2, наиболее удален- 
ную от М (если имеется несколько таких точек, то А і может 
быть любой из них). Тогда все точки множества 2, кроме Аі, 
лежат по одну сторону от прямой, проведенной через точку Аі 
перпендикулярно прямой АіМ. 

Поскольку точки множества 2 не лежат на одной прямой, 
то существуют 2 луча д и <?, исходящих из точки А ь которые 
проходят через какие-то точки множества 2 и образуют выпук- 
лый угол, содержащий все множество 2. Пусть А 2 — ближай- 
шая к Аі из точек множества 2 , лежащих на луче д, а А з — 
аналогичная точка на луче <?. Если все остальные точки Аі, 
А 5 , ..., А „ + 1 множества 2 лежат в треугольнике АіА 2 А 2 , то он 
служит выпуклой оболочкой множества 2. В противном случае 
для множества точек А 2 , Л 3 , . . . , А п +і по предположению ин- 
дукции существует выпуклая оболочка А причем точки А 2 и Л 3 
служат вершинами многоугольника Р (рис. 80), поскольку Р 
содержится в угле А 2 АіАз. 

Точки А 2 и Аз делят периметр многоугольника Р на две 
части: одна из них, которую мы обозначим А, лежит (за исклю- 
чением концов А 2 и Л 3 ) по другую сторону от прямой А 2 Аз, 
чем точка Аі, другая (ее мы обозначим Ь 2 ) находится в тре- 
угольнике АіА 2 А 2 . Ломаная А вместе с ломаной А 2 АзАі огра- 
ничивают многоугольник < 5 , который получается, если к много- 
угольнику Р присоединить треугольник АіА 2 А 3 . 

Нетрудно видеть, что: 1) многоугольник <3, в который вхо- 
дят многоугольник Р и точка Аі, содержит все множество 2; 
2) каждая вершина многоугольника <3 совпадает с одной из 
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точек множества 7.\ 3) многоугольник ф выпуклый, так как от- 1 
резок, соединяющий любые Две его точки А й В, Целиком лежит 
в С ). Выпуклость многоугольника <2 очевидна, еййй точки А и 
В лежат либо обе в треугольнике АіА 2 Ая, либо обе в многое 
.угольнике Р. Если же, йаирймер, точка А Находится й треуголь- 
нике АіА 2 А 3 , а точка В 6 многоугольнике Р вне треугольника, 
то отрезок АВ пересекает отрезок А 2 Аз в некоторой точке С, 


Р 



а каждый из отрезков 'АС и СВ лежит в многоугольнике С. 
Следовательно, отрезок АВ Таккр Лежит й многоугольнике <2. 

Таким образом, многоугольник С явлйеТСй выпуклой обо- 
лочкой множества точек А и А г , А п , Л„+і. Тем самым утвер- 
ждение о существовании выпуклой ОболоНКи Любого конечного 
кножества точек На плоскости полностью Доказано. 


103. В конечном наборе чисел аи аг, . .., а п суще- 
ствует по крайней мере одно число, например а г , кото- 
рое не меньше всех чисел, входящих в набор, то есть 
йі ^ а г при і=1, 2, ..., п. Пусть 5 — наименьший из 
индексов, для которых выполняется равенство аз = а г . 
Докажем, что 5=1. Действительно, при $ > 1 выпол- 
нялись бы неравенства 

« 5 - 1 < а-з (по определению индекса 5), 

« 5 +і ^«5 (так как а 5 = а г ). 

Складывая эти неравенства, получаем 
«з-і + «5+і < 2 а $ , 

что невозможно, поскольку по условиям задачи Й 5 -і 4-’ 

і+: «5+і ^ 2а 3 . 
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Но если 5 = 1, то а г = Оі = 0 и поэтому сц ^ О при 
і= 1, 2, .... л. 

Примечание. В приведенном выше решении мы сосла- 
лись на утверждение о том, что в каждом конечном множестве 
чисел аі, а 2 , , ,,, а п существует число а г , для которого при 
і = 1, 2, . , , , п выполняется неравенство о, а г . 

Это утверждение, известное как принцип наибольшего числа, 
является очевидным следствием принципа математической ин- 
дукции, и наоборот, принцип математической индукции можно 
вывести из принципа наибольшего числа, 

104. Обозначим сидящих в зале Л ь Л 2 , .... Люо. 
Пусть М — множество {Лі, Л 2 , .... Л 33 } , N — множество 
{Л 34 , Л 3 5 , .... Лее} и Р — множество {Л 67 , Л 68 , .... Л 100 }. 
Случай, о котором говорится в задаче, может предста- 
виться, например, если каждый из тех, кто входит в мно- 
жество М, знаком с теми и только с теми, кто входит 
либо в множество N, либо в множество Р (всего 67 че- 
ловек), и аналогично каждый из тех, кто входит в мно- 
жество УѴ, знаком с теми и только с теми, кто входит в 
множества Р и М (всего 67 человек), а каждый из тех, 
кто включен в множество Р, знаком с теми и только 
с теми, кого мы отнесли к множествам М и N (всего 
66 человек). Действительно, если (Л;, Л/, Л&, А е ) — лю- 
бые четыре человека из числа находящихся в зале, то 
два из них заведомо входят в одно и то же множество 
М, N или Р и поэтому не знакомы друг с другом. Тем 
самым утверждение задачи доказано. 

Примечание. Утверждение задачи нетрудно обобщить. 
Предположим , что в зале находятся п человек, каждый из ко- 
торых знаком по крайней мере с [2я/3]‘ из присутствующих. 
Тогда может представиться случай, когда двое из любых четы- 
рех человек, находящихся в зале, не будут знакомы друг с дру- 
гом. Доказательство этого утверждения проводится так же, как 
доказательство утверждения задачи. 

105. Пусть Л і, Л 2 , Лз и В и В 2 , В г — вершины данных 
треугольников, а Л4УѴ — такой отрезок, что, во-первых, 
точка М лежит на периметре треугольника ЛіЛ 2 Л 3 , во- 
вторых, точка N лежит на периметре треугольника 
ВіВ 2 В г и, в-третьих, МN не длиннее любого из отрезков, 


1 [х] означает целую часть числа х, то есть наибольшее целое 
.число, не превосходящее х. 
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соединяющих точки на периметре треугольника А\А 2 А 3 
с точками на периметре треугольника ВіВ 2 В 3 . 

Отрезок МЫ можно построить следующим образом. 
Для каждой из девяти троек (Аі, В/, В к ), где і, /, к при- 
нимают значения 1, 2 или 3, причем ] < к, выберем 
кратчайший из отрезков, соединяющих точку А< с точ-э 
ками отрезка В/В*. Этот отрезок совпадает с высотой 
треугольника А/В/В*, опущенной из вершины Л,-, или с 
одним из отрезков Л, В/, Л, В*. Аналогичным образом для 
каждой из девяти троек (В;, Л/, А к ) выберем кратчайший 
из отрезков, соединяющих точку В,- с точками отрезка 
Л /Л *. Наконец, выберем кратчайший из полученных 
18 отрезков (некоторые отрезки могут совпадать), то 
есть отрезок, не превосходящий по длине ни один из 
17 остальных отрезков. Пусть М — конец этого отрезка, 
лежащий на периметре треугольника ЛіЛ 2 Л 3 , а А — дру- 
гой конец того же отрезка, лежащий на периметре тре- 
угольника ВіВ 2 В 3 . Отрезок МЫ удовлетворяет третьему 
из перечисленных выше условий (не длиннее любого из 
отрезков, соединяющих точки на периметрах треуголь- 
ников ЛіЛ 2 Л 3 и ВіВ 2 В 3 ). Действительно, для любого от- 
резка, соединяющего точку К на периметре первого тре- 
угольника с точкой В на периметре второго треугольника 



(рис. 81), существует параллельный и не превосходящий 
его по длине отрезок, соединяющий вершину одного тре- 
угольника с точкой на стороне другого треугольника, а 
такой отрезок не длиннее отрезка МЫ. Итак, построен 
отрезок МЫ, обладающий всеми необходимыми свой- 
ствами. 

Проведем через точки М и Ы прямые тип, перпен- 
дикулярные отрезку МЫ (рис. 82). Внутри полосы, огра- 
ниченной прямыми тип, нет ни одной из точек, при- 
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надлежащих треугольникам А[А 2 Аз и В\В 2 Вз. (Если бы 
внутри этой полосы находилась бы, например, точка Р, 
принадлежащая треугольнику А1А2А3, то весь отрезок 
РМ также принадлежал бы треугольнику А1А2А3. Но 
угол РМІѴ острый, поэтому между точками РиМ можно 
было бы найти точку <3, такую, что ^N ^<.МN, а это 
противоречило бы выбору отрезка ЛШ.) 



Рис. 82. 


Возможен один из следующих случаев, 
а) Точки М и N совпадают с вершинами треугольни- 
ков АіА 2 А 3 и В1В2В3. Например, предположим, что точка 
М совпадает с вершиной А\, а точка N — с вершиной В і 
(рис. 83). Рассмотрим углы с вершиной А\, образуемые 



лучами А\А 2 и А\Аз с лучами т\ и т 2 , на которые разби- 
вает прямую т точка А і, и углы с вершиной В обра- 
зуемые лучами В\В 2 и В1В3 с лучами п\ и п 2 . Пусть угол, 
образуемый лучом А\А 2 с лучом щ, — наименьший из 
этих углов. Тогда АіА 2 — прямая, существование кото- 
рой нам требовалось доказать. 
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Действительно, угол а либо острый, либо равен нулю, 
Если а 8= 0, то прямая Л 1 Л 2 совпадает с прямой т. Сле- 
довательно, точка А 3 лежит по одну сторону от прямой 
А 1 А 2 , а точки В\, В 2 , В з по другую сторону от нее. К ана- 
логичному заключению мы приходим и в том случае, 
когда угол а острый и прямая Л 1 Л 2 пересекает прямую 
п в точке С. Действительно, точка А 3 лежит по другую 
сторону от прямой АіА 2 , чем точка В\ (поскольку выпук- 
лый угол, образуемый лучом А\А 3 с прямой т больше 
а). Что жо касается точек В 2 и В 3 , то они расположены 
по ту же сторону от прямой А У А 2 , что и точка В х . Если бы, 
например, точка В 2 лежала по другую сторону от пря- 
мой АіАг, чем точка В и или на прямой А Х А 2 , то на от- 
резке В\В 2 находилась бы некоторая точка О прямой 
А\А 2 и /.ОВ\С — р был бы вопреки предположению 
меньше угла а, поскольку 2В х СА и равный а, был бы 
внешним углом треугольника БВіС. 

б) По крайней мере одна из точек М и N не совпа- 
дает с вершинами треугольников А Х А 2 А 3 и В Х В 2 В 3 . На- 
пример, 1-очка М лежит на стороне А Х А 2 треугольника 
АіА 2 А 3 . Тогда вся сторона А,А 2 лежит на прямой т и 
прямая т отделяет вершину А 3 от вершин В х , В 2 , В 3 . 

Итак, утверждение задачи доказано. 

106. 1 Пусть 2 — множество людей, находящихся в 
зале. 

Наши рассуждения существенно упрощаются, если 
мы условимся считать, что каждый из тех, кто находится 
? зале, знаком сам с собой. Такое соглашение не меняет 
утверждения задачи, которое требуется доказать. При- 
няв его, мы можем утверждать, что каждый Х^2 не 
Знаком не более чем с 32 членами множества 2. 

Пусть А произвольно выбранный член множества 
2. Если все, кто не знаком с А, покинут зал, то множе- 
дтво 2\ оставшихся в зале будет насчитывать не менее 
100 32 = 68 человек. Пусть В — любой из тех, кто 

включен в множество 2\, но не А. Если теперь зал поки- 
нут все, кто не знаком с В, то оставшиеся в зале обра- 
зуют множество 2 2 , в котором насчитывается не менее 
68 32 = 36 человек. Пусть С — кто-нибудь из тех, кто 

входит в множество 2 2 , но не Л и не В. После того, как 
* 

1 См, также задачу 104, 
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зал покинут те, кто включей в множество 2г, но не зна- 
ком с С, оставшиеся в зале образуют множество 7%, в 
котором насчитывается не менее 36 — 32 человека. Следо- 
вательно, в 2 3 входит по крайней мере один человек 
помимо А, В, С. Если мы обозначим его Д то А, В, С 
и О образуют четверку людей, знакомых друг с другом, 
так как В знаком с А, С знаком с А и В, а О знаком 
с А, В и С. 

Примечание. Справедливо также . более общее утвер- 
ждение: 

если в зале находятся п человек, каждый из которых зна- 
ком по крайней мере с [2га/3]+ 1 из остальных присутствующих , 
то в зале найдутся четыре таких человека, каждый из которых 
знает трех других. 

Доказательство его аналогично приведенному выше. 

107. Предположим, что точки А, В, С, О, Е удовле- 
творяют условиям (1) и (2). Докажем сначала, что ни- 
какие две из этих точек не могут совпадать. Для этого 
достаточно доказать, что точка А не может совпадать 
ни с точкой В, ни с точкой С, поскольку все остальные 
случаи сводятся к одному из этих при надлежащем из- 
менении обозначений. 

а) Если бы точка А совпадала с точкой В, то в силу 
равенств (1) совпадали бы все 5 точек и не выполнялось 
бы условие (2), так как все входящие в него углы не 
существовали бы. 

б) Если бы точка А совпадала с точкой С, то угод 
АВС был бы равен 0 и, следовательно, в силу условий 
(2) точки А, В, Д Е лежали бы на одной прямой р. Ра- 
венства /.В АО = 0 и /ЕАВ = 0 означали бы, что 
точки В, Д Е лежат на прямой р по одну сторону от 
точки А. Но тогда равенство /.БЕ А = 0 позволяет 
утверждать, что точка Д лежит между точками А и Е, 
а это противоречит равенству /.СОЕ = /АБЕ = 0. 
Таким образом, случай (б) отпадает. 

Из равенства всех сторон и всех углов пятиуголь- 
ника АВСБЕ следует, что все его диагонали равны. На- 
пример, АС = ВО, так как треугольники АВС и ВСБ 
конгруэнтны. Пусть а — длина сторон, Ь диагоналей 
пятиугольника, а О (г) — сфера с центром в точке О и 
радиусом г. 

Выберем три идущие не подряд вершины пятиугольни- 
ка, например вершины А, В, Д и рассмотрим положение 
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остальных вершин С и Е относительно выбранных. 
Вершина С принадлежит одновременно сферам А(Ь), 

В (а) и О(а), а вершина Е — сферам В(Ь), А{а) и О(а), 
в которые сферы А (Ь), В (а) и О (а) переходят при отра- г 
жении в плоскости а, проходящей через середину от- 
резка АВ перпендикулярно ему. При этом преобразо- 
вании точке С соответствует точка Е', принадлежащая 
одновременно сферам А (а), В(Ь), О (а). Следовательно, 
возможен один из двух случаев. 

а) Точка Е совпадает с точкой Е', то есть точки С 
и Е расположены симметрично относительно плоскости 
о, проходящей через середину отрезка АВ перпендику- 
лярно ему. Тогда диагональ СЕ параллельна прямой АВ 
и. точки А, В, С, Е лежат в одной плоскости. 

(3) Точка Е, принадлежащая одновременно сферам 
А (а), В{Ь), О {а), отлична от точки Е', также принадле- 
жащей всем этим сферам. Тогда точка Е симметрична 
точке Е' относительно плоскости АВѲ, проходящей через 
центры рассматриваемых сфер. Следовательно, точка Е 
симметрична точке С относительно прямой пересечения 
плоскостей АВИ и о, то есть относительно прямой ОМ, 
проходящей через середину отрезка АВ перпендикулярно 
ему. В этом случае диагональ СЕ пересекает прямую 
ОМ в некоторой точке N. 

Аналогичные утверждения справедливы для любой 
диагонали пятиугольника АВСОЕ. Если при рассмотре- 
нии каких-нибудь двух диагоналей мы встречаемся со 
случаем (а), то существуют 2 четверки вершин пяти- 
угольника, каждая из которых лежит в одной плоскости. 
Следовательно, все вершины пятиугольника также ле- 
жат в одной плоскости. 

Если при рассмотрении хотя бы трех диагоналей пя- 
тиугольника мы встречаемся со случаем (р), то две из 
этих трех диагоналей выходят из одной вершины. Пусть, 
например, ими будут диагонали СЕ и СА. Тогда диаго- 
наль СЕ пересекает прямую ОМ, проходящую через се* 
редину отрезка АВ перпендикулярно ему, в некоторой 
точке Ы, а диагональ СА пересекает прямую ВК, прохо- 
дящую через середину отрезка ОЕ перпендикулярно ему, 
в некоторой точке Ь. Следовательно, точки О, Е, С, К, 

М, N расположены в одной плоскости. Аналогичное 
утверждение справедливо и относительно точек А, В, С, 

К, Е, М. Таким образом, все перечисленные точки лежат 
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в одной плоскости (рис. 84). Тем самым утверждение 
задачи доказано. , 

Примечание. Приведенное выше решение задачи можно 
значительно сократить, если воспользоваться свойствами изо- 
метрии, то есть преобразований, не изменяющих расстояний 
между точками. Точкам А, В, С, О поставим в соответствие 
точки В, А, Е, й. В силу равенства сторон и диагоналей пяти- 
угольника отображение первой четверки точек на вторую пред- 
ставляет собой изометрию. Это преобразование можно продол- 
жить до изометрического преобразования всего пространства. 



Рис. 81 

Известно, что изометрия пространства, переводящая точки А, 
В, й в точки В, А, О, является отражением относительно пло- 
скости о, проходящей через середину отрезка А В перпендику- 
лярно ему, или отражением относительно прямой ЛЮ, прохо- 
дящей через середину того же отрезка перпендикулярно ему. 
Таким образом, точка Е симметрична точке С относительно пло- 
скости о или прямой Мй. В остальном ход доказательства 
остается без изменений. 

108 . Предположим, что многоугольник ]Ѵ, вершины 
которого обозначены по порядку А и Л 2 , .... А п , где 
п — нечетное число, имеет равные внутренние углы и 
вписан в окружность с центром О. При п = 3 утвержде- 
ние задачи очевидно, поэтому в дальнейшем мы будем 
предполагать, что п ^ 5. 

Пусть Л,_ і, Аі, А і+і, где 1=1, 2, ..., п, причем 
Ао = А п , А п +і = А\ — три идущие подряд вершины мно- 
гоугольника Г и пусть /ІАі-іАіАі+і = а (рис. 85). Так 
как п ^ 5, то а $= 108°. Следовательно, дуга Л,_|Л,Л, +1 
меньше полуокружности и четырехугольник ОЛ,_іЛ,Лг+і 
выпуклый. 
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По теореме об углах, вписанных в окружность, невы- 
пуклый угол Аі-\ОА і+ \ — 2а, а выпуклый угол 
Лі_іОЛг + і = 360° — 2а = (3. Повернем многоугольник 
вокруг точки О на угол р, например, в направлении, за- 
даваемом нумерацией вершин Ль Л 2 , А п . Вершина 
Л (— і после поворота перейдет в точку Л,-+ 1, то есть каж» 
дая вершина многоугольника ѴР в новом положении сов- 



цадет с вершиной, номер которой на 2 больше, причем 
Ап- 1 перейдет в Лі, а Л п — в Л 2 . Таким образом, точки 

Л 2 , Лз, ■ ■ і| Л й _2, Л„_ь Л п ( 1 ) 

совместятся с точками 

Лз, Л4, Л5, Л„, Ль Л 2 . ( 2 ) 

Каждый отрезок, соединяющий две точки из упорядо- 
ченного множества (1), перейдет в отрезок, соединяю- 
щий образы этих точек из упорядоченного множества 
(2). Следовательно, при нечетном п 

ЛіЛ 2 = Л3Л4 = Л 5 Лб = . .. = Л„_ 2 Л„_і — Л„Л[ 

и 

Л 2 Л 3 = Л4Л5 = Л 6 Л 7 = ... = Л„_іЛ„ = ЛіЛ 2 , 

то есть все стороны многоугольника равны, что и требо- 
валось доказать. 

109. Пусть /(х) — многочлен относительно перемен- 
ной х с целочисленными коэффициентами и 

I / (й) I = I / (&) I = I / (с) | = 1 , (1) 

где а, Ь, с — три различных целых числа. 
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Предположим, что х 0 — целочисленный корень много- 
члена Тогда при любом х 

!(х) = (х — х о)ф(х), (2) 

рде <р(х) — многочлен с целочисленными коэффициен- 
тами. 

Из соотношений (1) и (2) получаем 

I (а — х 0 ) ф (а) | = | а — * 0 1 • | ср (а) | = 1. 

Число | а — х 0 \ — целое, положительное и является 
делителем единицы, поскольку |ф(а)| — целое число. 
Следовательно, 

\а — х 0 \=1. 

Аналогичным образом можно доказать, что | Ь — х 0 | = 1 
\с — х о| = 1. 

Полученные равенства означают, что какие-то два из 
трех чисел а — х 0 , Ъ — х 0 , с — х 0 равны. Но тогда и ка- 
кие-то два из трех чисел а, Ь, с также равны, что невоз- 
можно, так как по предположению а, Ь и с - — различные 
числа. Полученное противоречие доказывает, что много- 
член І(х) не имеет целочисленных корней. Тем самым 
утверждение задачи доказано. 

Примечание. В приведенном выше решении мы 
упомянули о том, что Ф (х) многочлен с целочисленны- 
ми коэффициентами. Это утверждение нетрудно до- 
казать. 

Пусть 

/ (х) = оох” + а х х п ~ х + ... +а п _ х х + а п , 

ф (х) = СоЛЯ -1 + СіХ п ~ 2 + ... +С п _ 2 Х + С п _ 1 . 

Из равенства [(х) — (х — х 0 )ф(х), приравнивая коэф- 
фициенты при одинаковых степенях х в правой и левой 
части, получаем 

а 0 = с 0 , а к — с к — х 0 с к _і (к=* 1, 2, 1), 

откуда 

с 0 — а 0 , с к — а к + х а с к _і. 

Отсюда следует, что с 0 — целое число и если коэффи* 
циент с к - 1 равен целому числу (к — 1, 2, ..., п— 1), то 
коэффициент с к также целый. Таким образом, все числа 
Тсъ у и ■ . . і Сп — і целые. 
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110. Перенумеруем сидящих за столом последова- 
тельными натуральными числами от 1 до я (я ^ 5). 
Предположим, что номер 1 за столом сидит рядом с но- 
мерами я и 2, номер 2 — рядом с номером 1 и 3 и так 
далее, наконец, номер я сидит рядом с номерами я — 1 
и 1. Кратко о таком распределении чисел 1, 2, ..., я 
говорят, что они образуют цикл 

1, 2, 3 я. (1) 

Пусть я — нечетное число. Образуем из чисел от 1 до я 
цикл 

1,3 я, 2, 4, .... я — 1, (2) 

в котором за последовательными нечетными числами 
идут последовательные четные числа. Нетрудно видеть, 
что в цикле (2) каждое число имеет иных соседей, чем 
в цикле (1). Различия в распределении чисел, образую- 
щих циклы (1) и (2), сводятся к следующему: 

1) Каждое нечетное число, за исключением чисел 
1 и я, соседствует в цикле (1) с четными числами, а в 
цикле (2) — с нечетными числами; 

2) каждое четное число, за исключением чисел 2 
и я — 1, соседствует в цикле (1) с нечетными числами, 
а в цикле (2) — с четными числами; 

3) число 1 в цикле (1) соседствует с числами л и 2, 
а в цикле (2) — с числами я — 1 и 3, отличными от чисел 
Я и 2 при я ^ 5. 

Числа 2, я - — 1 , я в цикле (1) соседствуют с числами 
1 и 3, я — 2 и я, я— 1 и 1, а в цикле (2) — с числами 
я и 4, я — 3 и 1 , я — 2 и 2. 

Предположим далее, что я ‘—четное число; образуем 
из чисел от 1 до я цикл 

1, 3, . . ., я — 1, 2, ..... я — 2, я, 

в котором, как и в цикле (2), за последовательными не- 
четными числами идут последовательные четные числа, 
и переставим в нем числа я — 2 и я: 

1 , 3, ..., я — 1 , 2, 4, .... я — 4, я, я — 2. (3) 

Распределение чисел в цикле (3) обладает следую- 
щими особенностями: 

1) каждое из нечетных чисел 3, 5, ..., я — 3 сосед- 
ствует с нечетными числами; 
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2) каждое из четных чисел 4, 6, . . . , п — 4 сосед- 
ствует с четными числами; 

3) числа 1, 2, п — 1, п — 2 соседствуют с числами. 3 
и п — 2, я — 1 и 4, я — 3 и 2, я и 1. 

Нетрудно видеть, что у каждого числа в цикле (3) 
соседи иные, чем в цикле (1). Тем самым утверждение 
задачи доказано. 

111. Пусть 7 — конечное множество чисел, 1(7) — 
число различных значений, принимаемых суммой двух 
чисел, каждое из которых принадлежит множеству 7. 

Пусть А — множество я>2 попарно различных 
чисел аі (і— 1, 2, ..., я), обозначенных так, что 

а у <а 2 < ... <а п . (1) 

Поскольку 

а \ + а 2 < а\ ф а 3 < ... < а { ф а п < 

й 2 ф &П ^ ^3 Ф ^ п ! ”Ь (^) 

то множество сумм а,- фа/ содержит по крайней мере 
2ц — 3 различных чисел, то есть /(Л)^= 2я — 3. 

Следовательно, если нам удастся составить множе- 
ство А так, чтобы выполнялось равенство 1(А)= 2 я — 3, 
то тем самым первая часть задачи будет решена. Для 
этого необходимо выбрать числа а\, а 2 , .... а„ так, что- 
бы каждая сумма а, ф а,- была равна какому-нибудь из 
чисел, входящих в неравенства (2), то есть одной из 
сумм а і ф я/ (/ = 2, 3, . . . , я) или одной из сумм а,- -)- а п 
.<*' = 2, 3 я — 1 ) . 

Докажем, что этим свойством обладает множество 
чисел А, образующих арифметическую прогрессию. 
Предположим, что 

а 2 — а\ — а 3 — а 2 = ... —а п — а„_і = сі. 

По формуле общего члена арифметической прогрессии 

а к = а і + (6 — 1) й = а п — (я — к) А (3) 

лри к = 1, 2, ..., я. Рассмотрим суммы а< ф а/, где 
1 < і < / ^ п. При і ф /' ^ я формула (3) приводит к 
следующему соотношению для сумм: 

“Ь а і — о-і Ф (і — 1) й ф йі ф (/ — 1) й — 

~ а \ Ф Ф (і ф І — 2) А — а\ ф а/ + /_і, (4) 
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а при і + / > п — к соотношению 

йі + а ; - = а х + (і — 1 ) й + а п — {п — ]) сі = 

а п + а\ + (і "Ь / — п — 1 )й = о-і+і-п + а п • (5) 

Из соотношений (4) и (5) следует, что каждая из сумм 
йі а і совпадает с одной из сумм (2), поэтому 1(А)=ц. 
= 2 п — 3. Тем самым множество чисел, обладающее 
требуемым свойством, построено. 

Множество чисел В= {Ь і, Ь 2 , Ь п }, суммы кото- 
рых Ьі-\-Ьі (і, / = 1 , 2 , ..., п; і Ф /) принимают наи- 
большее число /(В) различных значений, нам удастся 
найти в том случае, если значения любых двух сумм 
Ьі + Ь/ не будут совпадать. Для такого множества 

1{В) = \п{п— 1 ). 

Требуемым свойством обладает, например, сумма 
членов геометрической прогрессии 

1 , < 7 , < 7 2 , < 7 "-', (6) 

знаменатель которой <? — натуральное число больше 1. 

Действительно, предположим, что для каких-то чле- 
нов геометрической прогрессии ( 6 ) выполняется соотно- 
шение 

+У = <7* + <7*. где і < В Ь <1. (7) 

Тогда 

<7‘(1 + <7/-‘') = ‘?' і (1 + <7 г_& )- ( 8 ) 

Поскольку числа 1 + < 7 /-г и 1 + д 1 ~ к взаимно просты 
с знаменателем прогрессии < 7 , то из равенства ( 8 ) сле- 
дует, что < 7 * делится на < 7 ‘, а < 7 ‘ — на < 7 *. Следовательно, 
к = і, а из равенства (7) получаем, что и / = /. Это 
означает, что равенство (7) может выполняться лишь в 
том случае, если члены геометрической прогрессии ц\ д* 
совпадают с < 7 *, 

Таким образом, для множества В чисел ( 6 ) действи- 
тельно достигается равенство 1(В) = -~п(п— 1). 

Примечание 1. Можно доказать, что при п ^ 5 любое 
множество А, состоящее из п различных чисел, для которого 
1(А)—2п — 3, представляет собой множество членов арифмети- 
ческой прогрессии. При п == 3 и и =, 4 это утверждение, как 
нетрудно видеть, неверно, - 
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Пр имечание 2. Можно привести много примеров мно- 
жеств чисел В = {&ь Ь 2 . . .., Ь п ), для которых, / (В) = —■ п {п — 1). 

Например, этим свойством обладает множество п последова- 
тельных чисел Фибоначчи *, то есть чисел Ь п , заданных рекур- 
рентным соотношением Ь п **= + Ь п ~і (п > 2), =а 0, 62= 1. 

112 . Докажем сначала следующую лемму. 

Ёсли п^З и А\, А 2 , ..., — точки плоскости, не 

Лежащие на одной прямой, то существует прямая, про- 
ходящая черев две и только две из точек А 3 . 

Доказательство. Из условий леммы следует, что 
некоторые тройки точек А 3 не лежат на одной прямой. 
Пусть Аі, А н, Л, — одна из таких троек и йш — расстоя- 
ние от точки А, до прямой АьАі. Множество чисел йш 
конечно, и в нем существует наименьшее число (осталь- 
ные числа больше или равны ему). Не ограничивая 
общности, можно считать таким числом, например, число 
йпг, поскольку в противном случае достаточно лишь 
надлежащим образом изменить нумерацию точек 
[(рис. 86). 



Пусть М — основание перпендикуляра, опущенного из 
точки А і на прямую Л 2 Л 3 . Точки Л 2 и Л 3 расположены 
на этой прямой по разные стороны от точки М, так как 
'ЛіМ — наименьшая из высот и, следовательно, Л 2 Л 3 — 
Наибольшая из сторон треугольника ЛіЛ 2 Л 3 . Таким об- 
разом, углы при вершинах Л 2 и Л 3 треугольника ЛіЛ 2 Л 3 
должны быть острые. 

Это означает, что на прямой Л 2 Л 3 нет других точек 
Аі. Действительно, если бы на прямой Л 2 Л 3 лежала, 
йапример, точка Л 4 (для определенности предположим, 
что она находилась бы на луче МА 3 ), то выполнялось бы 

1 Фибоначчи, известный также под именем Леонардо Пизан- 
ского (около 1170 — 1250), — итальянский купец и один из наиболее 
выдающихся математиков средних веков. 
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неравенство сіт <і гіт (точка Л 4 лежит * на отрезке 
МА г ), либо неравенство йш<(1т (точка Л 4 лежит на' 
продолжении отрезка МАг). Оба неравенства противо- 
речат выбору числа с?і 2 з. 

Доказанная лемма позволяет без труда решить ис- 
ходную задачу методом математической индукции. 

При п = 3 утверждение задачи верно, поскольку в 
этом случае к = 3. Предположим, что утверждение за- 1 
дачи выполняется при некотором натуральном п 
Докажем, что тогда оно выполняется и при я + 1. Пусть 1 
■2={Лі, А 2 , ..., А п , Л п+ і} — множество точек плоско- 
сти, не лежащих на одной прямой, и Л)Л„ + і прямая, про 11 
ходящая ровно через две точки множества 2 Из условий 
задачи следует, что по крайней мере в одном из п — то- 
чечных множеств = {ЛьЛа, .... Л„_і, Л„} и 2 2 — 
— {Л і, Л г, ..., А п - 1 , Л„+ 1 } — существуют тройки точек, 
не лежащих на одной прямой. Пусть, например, этим 
свойством обладает множество 2\. По предположению 
индукции число прямых, проведенных через всевозмож- 
ные пары точек множества 2\, не меньше п. Поскольку 
прямая А\А п +\ не принадлежит к числу этих прямых, так 
как проходит лишь через одну точку множества 2\, то 
число прямых, проходящих через любые всевозможные' 
пары точек множества 2, не меньше п-\- 1. Итак, утвер- 
ждение задачи доказано по индукции. 

113. Докажем утверждение задачи методом матема- 
тической индукции. При п — 4 утверждение верно. Пред- 
положим, что оно выполняется при некотором п ^ 4. 
Докажем, что тогда оно выполняется и при п-\~ 1. 
Пусть Л і, А 2 , .... А п , А п + 1 — такие точки плоскости, что 
любые 4 из' них располагаются в вершинах выпуклого че- 
тырехугольника. По предположению индукции точки Л і, 
Л 2 , ..., Ап служат вершинами выпуклого многоуголь- 
ника №. Будем считать, что эти точки перечислены в том 
порядке, в котором они встречаются при обходе много- 
угольника № по периметру (этого всегда можно добиться 
подходящим выбором нумерации точек). Точка Л„ +! не 
лежит на периметре многоугольника №, поскольку ника- 
кие 3 точки Л, не лежат на одной прямой. Эта точка не 
может находиться и внутри многоугольника №, так как 
любая точка внутри № принадлежит одному из треуголь- 
ников, на которые разбивают № его диагонали, а точка 
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Ап+\ не может находиться в таком треугольнике. Таким 
образом, точка расположена вне многоугольника №. Рас- 
смотрим выпуклые углы с вершинами в точке А п+ [ сто- 
роны которых проходят через вершины многоугольника 
\ѵ. Поскольку множество таких углов конечно, то среди 
них существует наибольший. Пусть например, это будет 
урол а = ^А к А п+1 А!. Внутри угла а лежат все вершины 
многоугольника №, кроме А к и Аі. В треугольнике Т с 
вершинами А к , А п+и А, не содержится ни одна вершина- 
многоугольника №, отличная от А к и Л,, так как точки А„ 
к. А/, Ап+х по условиям задачи располагаются в вершинах 
выпуклого четырехугольника. Следовательно, А к и А, — - 
соседние вершины многоугольника №, например 1=к4-\. 

о тогда А і, Л 2 , . .., Л*, Л л+] , А к+ ь ..., Л л — последова- 
тельные вершины многоугольника №ь составленного из 
многоугольника № и треугольника Т. 

Докажем, что многоугольник № і выпуклый, то есть 
каждый отрезок, концы которого находятся в №, цели- 
ком лежит в этом многоугольнике. 

Пусть точки М и Ы принадлежат многоугольнику \Ѵ\. 
Может представиться один из двух случаев. 

а) Обе точки М и N лежат либо в многоугольнике 
V/, либо в треугольнике Г. Тогда и весь отрезок ММ 
содержится либо в многоугольнике №, либо в треуголь- 
нике Г и, следовательно, лежит в многоугольнике \Ѵ\. 

б) Одна из точек, например точка М, находится в 
многоугольнике № вне треугольника Т, а другая (точка 

В т Р е У гольнике Т вне многоугольника №. Отрезок 
МЫ лежит в выпуклом угле а и соединяет точки, распо- 
ложенные в двух частях, на которые отрезок А к А к+ , де- 
лит замкнутую область а (угол а вместе с образующими 
его границы лучами). Следовательно, отрезок МЫ дол- 
жен иметь с отрезком А к А к +] некоторую общую точку Р. 

Отрезок МР содержится в многоугольнике №, а отре- 
зок РЫ в треугольнике Т. Таким образом, каждый из 
этих отрезков, а значит и их сумма МЫ, содержится в 
многоугольнике №і. Тем самым утверждение задачи пол- 
ностью доказано. 

Примечание. Следующая теорема позволяет весьма про- 
сто доказать утверждение задачи: 

для любого конечного множества 2 точек плоскости, состоя- 
щего из п За 3 не лежащих на одной прямой точек, сиществиет 
такой выпуклый многоугольник \Ѵ, что : 
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1) ' множество 2 содержится в многоугольнике 

2) любая вершина многоугольника № совпадает с одной из 
точек мноокества 2. 

Такой многоугольник Ц7 называется выпуклой оболочкой 
множества 2 *. 

Пусть 2 — множество, состоящее из п ^ 4 точек плоскости, 
любые четыре из которых расположены в вершинах выпуклого 
четырехугольника, и многоугольник ѴР — выпуклая оболочка 
множества 2. Тогда любая точка множества 2 совпадает с од- 
ной из вершин многоугольника 112 В этом нетрудно убедиться, 
если учесть, что: 1) ни одна точка множества 2 не лежит на 
периметре многоугольника № между двумя его вершинами, по- 
скольку никакие три точки множества 2 не лежат на одной 
прямой; 2) ни одна точка множества 2 не лежит внутри много- 
угольника Ц7, поскольку в противном случае она находилась бы 
в одном из треугольников, на которые многоугольник \Ѵ можно 
разделить диагоналями, проведенными из одной вершины, а это 
противоречило бы исходному предположению (о том, что любые 
4 точки множества 2 расположены в вершинах выпуклого четы- 
рехугольника). 

Таким образом, выпуклая оболочка И 7 является тем много- 
угольником, который требовалось построить. 


114. I. Предположим, что & ^ у . Выберем из мно- 
жества 2 заданных точек подмножество 2 и состоящее 
из |д] точек, а остальные точки включим в подмно- 
жество 2 2 , которое содержит |^у] точек при четном п 
и + 1 точек при нечетном п. Поскольку к — целое 

число, то из условия б^у следует, что Таким 

образом, каждое из множеств 2\ и 2 2 содержит по 
крайней мере к точек. 

Соединим отрезками прямых каждую точку множе- 
ства 2\ с каждой точкой множества 2%. Каждая точка 
множества 2 окажется соединенной по крайней мере с к 
точками того же множества. Никакие три из проведен- 
ных отрезков не являются сторонами одного и того же 
треугольника, поскольку если бы такой треугольник су- 
ществовал, то две его вершины, то есть концы одного 
из отрезков, лежали бы в одном из множеств 2\ и 2 2 , 
что невозможно, так как таких отрезков мы не про- 
водили. 


1 См. также примечание к решению задачи 102. 
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II. Предположим, что к > ~ и каждая из множе- 
ства заданных точек соединена к отрезками с к другими 
точками того же множества. Пусть АВ — один из про- 
веденных отрезков. 

Из концов А и В отрезка АВ помимо самого отрезка 
выходят по к — 1 других отрезков, то есть всего 2к — 2 
отрезков. Их концы принадлежат множеству остальных 

п — 2 точек. Но если к > \ , то 2к — 2 > п — 2. Следо- 
вательно, среди этих 2 к — 2 отрезков существуют два 
отрезка с общим концом С. Таким образом, множество 
проведенных отрезков содержит стороны АВ, АС и ВС 
треугольника АВС. 


Примечание. Аналогичным образом можно доказать и 
более общее утверждение. Пусть заданы множество 2, содер- 
жащее^ п > 3 точек, из которых никакие 3 не лежат на одной 
прямой, натуральное число р, удовлетворяющее неравенству 
3 ^ р < п, и натуральное число к < п. Тогда 


I ) если к ^ — — п, 

Р — 1 


то каждую точку множества 2 можно 


так соединить отрезками прямых по крайней мере с к другими 
точками того же множества, что в кнобом подмножестве мно- 
жества 2, содержащем р точек, найдутся две точки, не соеди- 
ненные отрезком-. 


2) если к > — %- п 

р — 1 


и каждая точка множества 2 соединена 

отрезками прямых с к другими точками того же множества, то 
существует такое подмножество множества 2, содержащее р то- 
чек, в котором любые две точки соединены отрезком. 


115. Утверждение задачи достаточно доказать для 
а ^ 0 , поскольку если а < 0 , то, изменив знаки в урав- 
нениях (1) и (2) , мы получим а > 0. 

I. Утверждение задачи доказывается особенно про- 
сто при а — 0. 

Если Ь Ф 0, то уравнение (2) имеет корень 

х °=-т> 

а поскольку из условия (1) следует, что 4- = г 

Ь т + 1 

при а — 0, то х 0 = - т '+ [ и поэтому 0 < х 0 < 1. 

Если же 6 = 0, то из уравнения (1) получаем, что и 
с = 0- В этом случае уравнению (2) удовлетворяет лю- 
бой х. 
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II. а > 0. Пусть І(х) — значение, принимаемое в точ- 
ке х левой частью уравнения (2). Докажем прежде 
всего, что из условия (1) следует неравенство 


1 Ьгтт) < 0 


( 3 ) 


Подставляя в /( х ) значение х = -- 'ц_ у , находим 

К^)=*Ыгт) 2 + Ч^) + с = 


= т(- 


+ 


(от + I) 2 от + 1 
Отсюда и из условия (1) получаем 


+ — ). 
1 т ) 


/ т > 

\ [ ат 

а 1 

\ От + І > 

І~ т Цот+1) 2 

от + 2] 


— ат 


от (от + 2) — (от + I) 2 


(от + I) 2 (от + 2) 


< 0 . 


(от+ I) 2 (От + 2) 

Рассмотрим далее отдельно 2 случая. 

а) Если с > 0, то 

I (0) = с > 0. (4) 

Из неравенств (3) и (4) следует, что в случае (а) 
уравнение і(х)= 0 имеет корень в интервале |о, ш - ^ ~і ] ■ 

содержащемся в интервале [0, 1]. 

б) Если с ^ 0, то 

‘ ' ':)• 


/(1) = а + Ц-с = (ш+1)( 7г ^ т +— + , 
Используя условие (1), получаем 


+ 


от + 1 


К» - <“ + ч[Ыт + ^гтг + ^тт) - 


от + 1 1 ОТ + 1 

_ ( а - + ь . + -і-ЛІ = 

Ѵот + 2 ‘ от+1 ' т )\ 

“("• + 1 >Ьгтт 


от + 1 


а 

с 1 

Ь (от + 1) (т + 2) 

от (от — 1 ) _1 


т + 2 

= (т+ 1)[ 

По предположению (б) с ^ 0, поэтому 

/(1) >0. 


~-1 = 
т ^ 


( 5 ) 
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Из неравенств (3) и (5) следует, что в случае (б) 
уравнение ((х) — 0 имеет корень, заключенный в интер- 

Г т - 3 

вале І'шТТ’ К0Т °Р ЬШ содержится в интервале [0, 1], 
что и требовалось доказать. 

Примечание. В приведенном выше решении использо- 
вана следующая теорема: 

если функция } ( х ) переменной х непрерывна в некотором 
замкнутом интервале и на концах его принимает значения раз- 
личных знаков , то в этом интервале существует такое значе- 
ние х, при котором І(х) = 0. 

Эту теорему мы применили к квадратичной функции, кото- 
рая, как известно, непрерывна при любом х. 

Заметим, что при рассмотрении квадратичной функции от- 
нюдь не обязательно ссылаться на общую теорему о непрерыв- 
ных функциях. Существует вполне элементарное доказатель- 
ство нужного нам утверждения. Известно, что при а ф 0 

Ш) = а,’ + Ь, + с .а[(, + 1 

Это означает, что при Ь 2 — 4ас < 0 знак функции І(х) при 
любом х совпадает со знаком коэффициента а при старшем 
члене. Следовательно, если найдутся такие числа р и <?, что 
І(р)> 0 и то 6 2 — Аас > 0. Но при Ь 2 — 4ас > 0 

уравнение /(х)=0 имеет два вещественных корня Х\, х г и 
і(х)—а(х — хі)(х — Хг). Таким образом, 

а (р - х,) (р - х 2 ) > 0, а (у-х,) (у-х 2 ) < 0. 

Из этих равенств нетрудно вывести, что одно из чисел Хі, 
х г заключено между числами р и у. 


116 . Прежде всего заметим, что при а С Ь 


\х — а\ + \х — Ь 


а + Ь — 2х 

при 

х ^ а, 

— а + Ь 

при 

а^.х^Ъ, 

2 х — а — Ь 

при 

х^Ь. 


Следовательно, сумма \х — -а|-)-|* — Ь | достигает 
своего наименьшего значения — а -\- Ь в каждой точке 
интервала а х ^ Ь. Это замечание сразу же приводит 
к решению задачи. 

Не ограничивая общности, можно предположить, что 
числа а\, а 2 , ..., а п образуют возрастающую последова- 
тельность, то есть что 


а 1 <а 2 < ... <а п . 
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При п=2т ( т — целое число) правую часть выра- 
жения 

у = \х — аі \ + \х — а 2 \+ ... + \х — а п \ (1) 

можно разбить на т пар, объединяя первый член с по- 
следним, второй — с предпоследним и так далее. Выра- 
жение (1) при этом преобразуется к виду 

У = (\х-а 1 \ + \х-а п \) + (\х~а 2 \ + \х-а п _ 1 \)+ ... 

... +(|* — а т \-\-\х — а т _ 1 1 ). (Іа) 

Сумма уі = \х — йі\-\-\х — а п +і-(| {і = 1, 2, т) 
принимает наименьшее значение в интервале аі ^ х ^ 
^ а п + 1 -г, в котором она постоянна. Каждый из интерва- 
лов аі ^ х ^ а„+і-і содержит следующий, а все интер- 
валы имеют общую часть — интервал а т ^ х ^ а т +\. 

В каждой точке этого интервала любая из сумм уі 
достигает своего наименьшего значения. Следовательно, 
у также принимает свое наименьшее значение, которое 
мы получим, подставив в (Іа) х — а т или х = а т +и 
Это значение равно 

■ а\ $2 1 • • • а т Ц/пц. і “|~ • • • &п' 

При п = 2т + 1 (т — целое число) правую часть 
выражения (1) можно преобразовать к виду 

у = (\х — а 1 \ + \х — а п \) + ... 

... ( I х а т | -)- | х ^тп+ 2 1) I х а т ± 1 1. (16) 

Как и в случае четного п, нетрудно проверить, что 
при х = а т+ 1 каждая из сумм уі = | х — а,- 1 + 1 х — а п+ і_,- 1 
принимает свое наименьшее значение. Слагаемое 

\х — а т+ 1 | также достигает при х = а т+ \ наименьшего 
значения, так как обращается в нуль. Следовательно, у 
также принимает наименьшее значение, равное в силу 
соотношения (16) числу 

Й1 й2~~ . • . а т йщ+ 2 “Ь @т + 3 • • • Н~ ^п' 

117. По условию (2) 

а р ад — Ьр п 
Ь 9 ~ Ь Ч ^ • 

г а Ьг — аз ^ А 

Т~Т~~ ь$ * >и * 
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Следовательно, ас 7 — Ьр > 0 , Ъг — аз > 0, а поскольку 
в левых частях этих неравенств стоят целые числа, то 

а? — Ъг — П5>1. 

Умножая обе части первого неравенства на 5, а вто- 
рого на ^ и складывая отдельно правые и левые части, 
получаем 

Ъ (г с 7 — р 5 ) > <7 + 5. 

Выражение, стоящее в скобках, по условию (1) равно 1 , 
поэтому 

что и требовалось доказать. 

118 . Доказательство утверждения задачи основано 
на двух леммах. 

а) Если оси ОХ и ОУ прямоугольной системы коор- 
динат служат осями симметрии фигуры Е, то ось 02 так- 
же является осью симметрии этой фигуры (рис. 87 )’. 

Пусть А = (х, у, г) — точка фигуры Р. Координаты 
точки В, симметричной точке А относительно оси ОХ, мы 
получим, изменив знаки у второй и третьей координат 
точки А и сохранив ее первую координату, то есть 
В=(х, —у, —,г). Аналогично точка С = (—х, —у, г) 
симметрична точке В относительно оси ОУ. По предпо- 
ложению леммы точки В п С принадлежат фигуре Р. Но 
точка С симметрична точке А относительно оси 02 . Сле- 
довательно, 02 — ось симметрии фигуры Р. 

б) Если прямые з и і служат осями симметрии фи- 
гуры Р, то прямая и, симметричная прямой I относи- 
тельно прямой з, также является осью симметрии фи- 
гуры Р. 

Пусть А\ — произвольно выбранная точка фигуры Р, 
Аг — точка, симметричная точке А\ относительно прямой 
5 > А 3 — точка, симметричная точке А 2 относительно пря- 
мой і, и Л 4 — точка, симметричная точке А 3 относительно 
прямой 5. Из предположения леммы следует, что точка 
Аг, а значит, и точки А 3 и А\ принадлежат фигуре Р. 
Точки Л 2 , Аз и прямая і при отражении относительно 
прямой 5 переходят в точки А\, А 4 и прямую и. Посколь- 
ку точки А 2 и А 3 симметричны относительно прямой I, то 
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их образы (точки А\ и Л 4 ) симметричны относительно 
образа прямой і, то есть относительно прямой и. Следо- 
вательно, прямая и — ось симметрии фигуры Р. 

Леммы (а) и (б) позволяют доказать утверждение 
задачи следующим образом. 

Пусть попарно различные прямые Яі, $ 2 , . . . , «л суть 
все оси симметрии фигуры Р. Требуется доказать, что 



число п нечетное (поэтому в дальнейшем можно пред- 
полагать, что /г > 1). Каждой оси симметрии я* (і ^ 2) 
поставим в соответствие ось я/ (/ ^ 2, / Ф і), выбрав- ее 
следующим образом. Если ось я* перпендикулярна оси я 1 
и пересекает её в некоторой точке О, то оси симметрии 
я< поставим в соответствие ось симметрии фигуры Р, пер- 
пендикулярную осям яі и я, в точке О. Известно, что 
такая ось существует — лемма (а). Если же ось я/ не 
перпендикулярна оси яі или не пересекает ее, то оси я і 
поставим в соответствие ось я/, симметричную оси я, от- 
носительно $і. Такая ось существует — лемма (б). В обо- 
их случаях прямая я ; - отличается от я 4 и я* и прямой я/ 
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поставлена в соответствие прямая 5,-. Таким образом, 
множество п — 1 прямых з 2 , ■ ■ ■ , з п оказалось разбитым 
на пары, не имеющие общих элементов. Следовательно, 
число п нечетное. 

Примечание. Лемма (б) позволяет доказать следующую 
теорему: 

если множество осей симметрии фигуры Р конечно (но не 
пусто), то все оси симметрии имеют общую точку. 

*-■ • Доказательство. Если какая-то фигура обладает осями 
симметрии «і и $ 2 , то по лемме (б) осями симметрии той же 
фигуры служат прямые Хз, * 4 , .... где Хі (і = 3, 4, . . .) — пря- 
мые, симметричные прямой Хі-і относительно прямой х<_ 2 . 

Если прямые *і и хг скрещивающиеся или параллельные (но 
не совпадают), то все прямые х< различны, поскольку расстояние 
между прямыми х,- и с увеличением I возрастает. Таким об- 
разом, в этом случае фигура имеет бесконечно много осей сим- 
метрии. Следовательно, если множество осей симметрии фигуры 
конечно; то любые две оси симметрии этой фигуры пересе- 
каются. 

Этр означает, что если не все оси симметрии фигуры Р рас- 
положены в одной плоскости, то они все имеют общую точку. 
Действительно, если оси симметрии Хз и хг фигуры Р пересе- 
каются в точке М и лежат в плоскости а, то любая ось сим- 
метрии, не лежащая в плоскости а, например ось хз, проходит 
через точку М (поскольку пересекается с осями Хі и «*) , в силу 
чего любая ось симметрии фигуры Р. лежащая в плоскости а, 
Также проходит через точку М (поскольку пересекается с 
осью хз) • ' . ѵ 

Остается рассмотреть случай, когда все оси симметрии Хі, 

(« > 2) фигуры Р расположены в одной плоскости. 

г Предположим, что прямые х< (е = 1, 2, .... п) не пересекаются 
'' в одной точке. Каждая из прямых х< пересекает любую другую 
прямую, поэтому множество 2 точек пересечения^ прямых Хі ко- 
нечно и содержит точки, не лежащие на одной прямой (по- 
, скольку они расположены в вершинах треугольников).. По лем- 
1 ме (б) каждая из прямых хі служит осью симметрии фигуры 
в,, хг, ..., Хл (множества всех осей симметрии фигуры Р) и, 
таким образом, является также осью симметрии множества 2. 
Следовательно, каждая из прямых х; — ось симметрии выпуклой 
оболочки Ѵ2 множества 2, поскольку при отражении относитель- 
но прямой образ выпуклой оболочки множества совпадает с 
выпуклой оболочкой образа преобразуемого множества. Но 
тогда через каждую вершину многоугольника У/ проходили бы 
по крайней мере 2 его оси симметрии, или любые две смежные 
стороны многоугольника были бы симметричны относительно 
двух различных прямых, что невозможно. 

Итак, утверждение доказано. Пользуясь им, можно внести 
незначительное исправление в заключительную часть приведен- 
ного выше решения — там, где говорится: «Если же ось х< не 
перпендикулярна оси хі или не пересекает ее...» — следует от- 
бросить слова «или не пересекает ее», поскольку такой случай 
«■ не может’ представиться. 
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119 . По известной теореме сумма внешних углов мно- 
гоугольника равна 360°. Следовательно, в восьмиуголь- 
нике А\А 2 ... А й с равными внутренними углами каж- 
дый внешний угол равен 45°. 

Рассмотрим три последовательные стороны восьми- 
угольника, например А\А 2 , Л 2 Л 3 и Л 3 Л 4 . Продолжения 
сторон ЛіЛ 2 и ^ Л4Л3 образуют с лучами Л 2 Л 3 и Л 3 Л 2 
углы, равные 45°, и поэтому цересекаются в некоторой 
точке N под прямым углом (рис. 88) . 



Аналогичное утверждение справедливо и относитель- 
но любых других троек последовательных сторон восьми- 
угольника. Это означает, что противоположные стороны 
ЛіЛ 2 и Л 5 Л 6 восьмиугольника лежат на противополож- 
ных сторонах АГА и прямоугольника МЫРС} где М 
ѵ 3-™™ пересечения прямых Л : Л 2 и Л 7 Л 8 ,’ Л 3 Л 4 и 
ЛбЛб, А 5 А 6 и Л 7 Л 8 . 

Поскольку по условиям задачи длины сторон восьми- 
угольника рациональны, то отсюда следует, что ЛіЛ 2 = 
ЛбЛ 6 . Докажем это утверждение. 

Введем для краткости обозначения 

А іА 1+і = а, (і = 1 , 2, .... 7), Л 8 Л, = а 8 . 

Вычислим длину сторон МЫ и Р($ прямоугольника, 
МЫ = МАі + А х А 2 + А 2 Ы = а 8 соз 45° + а, + а 2 соз 45°, 
^ = ДЛ 5 + Л 5 Л 6 + Л 6 <2 = а 4 соз 45° + а 5 + а 6 соз 45°. 

Так как МЫ = Р< 3 , то 

а & соз 45° + а { + а 2 соз 45° = а 4 соз 45° + а 5 + а 6 соз 45°, 
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откуда 


аі — а 5 = (а 4 + а 6 — я 8 — а 2 ) соз 45°. 

Числа аі — а 5 и а 4 + а 6 — а 2 — «а рациональны, 
а число со$45° = Ѵ|2/2 иррационально. Следовательно, 
полученное равенство может выполняться лишь в том 
случае, если его правая и левая части равны нулю. Но 
тогда а\ — а$, то есть 

АіА 2 — А 5 А 6 , 

что и требовалось доказать. 

Итак, две стороны четырехугольника АіА 2 А 5 А 6 рав- 
ны и параллельны. Следовательно, четырехугольник 
А{А 2 АъА ъ — параллелограмм, и его диагонали А\А 5 и 
А 2 А 6 , пересекаясь, делятся пополам в точке 5. 

Аналогичным образом можно доказать, что четырех- 
угольники А 2 АъА$А 2 и ЛзЛ 4 Л 7 Л 8 также представляют со- 
бой параллелограммы, в силу чего середина 5 диаго- 
нали А 2 А 6 совпадает с серединами диагоналей Л 3 Л 7 и 
Л 4 Лв. 

Таким образом, восьмиугольник, о котором говорится 
в задаче, обладает центром симметрии 5, что и требо- 
валось доказать. 

120. Многогранник, имеющий п ребер, существует в 
том и только в том случае, если п > 6 и я # 7. 

Доказательство, а) Примером многогранника, 
имеющего п — 2т (т ^ 3) ребер, служит пирамида, в 
основании которой лежит многоугольник с т сторонами. 

б) Пример многогранника с я = 2т+1 (т ^ 4) 
ребрами можно построить, взяв за исходный многогран- 
ник пирамиду с 2 (т — 1) ребрами. 

Через середины М, Л7, Р трех ребер пирамиды, сходя- 
щихся в одной из вершин 5 основания пирамиды, прове- 
дем плоскость. Если отбросить тело 8МкР, отсеченное 
плоскостью МАР, то оставшаяся часть пирамиды пред- 
ставляет собой многогранник, у которого число ребер на 
3 больше, чем у исходной пирамиды, то есть равно 
2 т — 2 + 3 = 2т+1. При этом т может быть любым 
числом, удовлетворяющим неравенству т — 1 73= 3, то 
есть т 73= 4. 

в) Многогранника с семью ребрами не существует. 
Доказать это можно следующим образом. Если какая- 
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нибудь из граней многогранника имеет форму не тре- 
угольника, а многоугольника с числом сторон больше 
или равным 4, то число ребер такого многогранника не 
меньше восьми, поскольку из каждой вершины нетре- 
угольной грани помимо двух ее сторон выходит по край- 
ней мере еще одно ребро, и все ребра, выходящие из 
вершин грани, различны. 

Если же все грани многогранника имеют форму тре- 
угольников и число их равно я, то число ребер равно 

к — ~ 2 ~ • Следовательно, число к делится на 3, в силу 
чего кфі . 

г) Многогранника с числом ребер меньше шести не 
существует, поскольку каждый многогранник имеет по 
крайней мере 4 вершины, а из каждой вершины выходят 
не меньше трех ребер. Следовательно, число ребер у лю- 
бого многогранника больше или равно -і^- = 6. 

Утверждение задачи доказано. 

121. Докажем сначала лемму. 

Лемма. Точка окружности К, наиболее удаленная 
от хорды Р(3, лежит на прямой, проходящей через сере- 
дину хорды перпендикулярно к ней. 



Рис. 89 : : , 

Доказательство. Пусть ЯЗ — диаметр, перпен- 
дикулярный хорде РО, и 7"^- точка пересечения Р( 5 и ЯЗ 
(рис. 89). Тогда центр окружности лежит на /?5 и пря- 
мые, перпендикулярные отрезку ЯЗ и проходящие через 
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точки Р и 5, совпадают с касательными к окружности К. 
Эти касательные параллельны корде Р<3, а окружность 
/С заключена между ними. Следовательно, расстояние от 
любой точки окружности К до хорды Р( } не превышает 
длину наибольшего из отрезков РТ и 5Т. Лемма до- 
казана. 

Теперь приступим к решению задачи. Сумма площа- 
дей.. треугольников СРуР 2 , СР 2 Рз, СР 3 Р*, .... СР п -\Р п 
равна сумме площадей многоугольника Р\Р 2 . . . Р п и 
треугольника СР\Р п (рис. 90). Площадь многоугольника 


с 


\а / 

\ \ в\ 


\ 

” /1 

_ \ // 


V 




Рис. 90. 

Р\Р 2 ... Р п не зависит от выбора точки С. Треугольник 
СР\Р п имеет наибольшую площадь, когда точка С нахо- 
дится на наибольшем расстоянии от прямой Р\Р п . Сле- 
довательно, по доказанной лемме точку С следует вы- 
брать так, чтобы она совпадала с точкой пересечения 
перпендикуляра, восставленного из середины хорды 
РіРп, с полуокружностью, не содержащей точек Ру, 
Рг Р гг- 

122. Поскольку члены последовательности ау,а 2 , ... — 
различные натуральные числа, а множество натураль- 
ных чисел, каждое из которых меньше а\, конечно, то 
все члены этой последовательности с достаточно боль- 
шими номерами больше а\, то есть 

а п > а, при п>п { . (I) 
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Аналогичным образом можно доказать, что существуют 
такие числа п 2 и яз, для которых 

Ь п > Ъі при я > п 2 , (2) 

с п > с і при я > п ъ . (3) 

Следовательно, если я — натуральное число, большее 
любого из чисел щ, п 2 , я 3 , то для него выполняются не- 
равенства (1), (2) и (3). 

Таким образом, для решения задачи достаточно вы- 
брать к = 1, / = я. 


123. Из выражения 

(л)-таг (1) 

для биномиального коэффициента получаем 


я! = ( п к ) к\ (л — к)\ 


( 2 ) 


Поскольку я! = 1-2- ... ■ (п — к) • (я — А'+’ 1) ••• 
... (п— 1) -п — (п — к) \{п — к + 1) ... (п— 1)-п, то, 
разделив обе части равенства (2) на ( п — к)\, преобра- 
зуем его к виду 

п(п-1) ...(« — к +!) = (;)*! (3) 

Если « — простое число и 1 ^ к ^ « — 1, то ни одно 
из чисел 1 , 2, ..., к не делится на п и, таким образом, 
к\ также не делится на л, а поскольку левая часть ра- 


венства (3) делится на «, то число ( ” ) делится на 


«. 


С) 


Наоборот, если 

( ^ = « 5 , где 5 — некоторое 
соотношения (3) следует, что 

(л - 1)(«-2) ... [п-(к- 1)] = 5 


делится на л, то есть если 
натуральное число, то из 


к\ 


( 4 ) 


Если я — составное число и р — один из его простых 
делителей, то числа 1, 2, . .., р — 1 не делятся на р и 
поэтому числа л — 1, л — 2, ..., л — (р — 1) также не 
делятся на р. Таким образом, если в равенстве (4} 
к — р, то левая часть равенства не делится на р, а пра- 
вая, равная 8-р\, заведомо делится на р. Полученное 
противоречие доказывает, что если р — простой делитель 
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числа п и р < п, то биномиальный коэффициент не 
делится на п. 

124. Пусть заданные взаимно перпендикулярные 
прямые служат осями прямоугольной системы коор- 
динат, а координаты вершин г-го прямоугольника Р г 
( і=т 2 «) Р авны (*г Уі ). ( х і> У'і), (х'г У'і), (х'і, Уі), 



где х ь < х'., у. < у\ (рис. 91). Точка (х, у) принадлежит 
прямоугольнику Р { в том и только в том случае, если 


По условиям задачи любые два прямоугольника Р { и 
Р/ имеют общую точку. Следовательно, для любой пары 
чисел і, / существуют такие х и у, что 


Х і х ] ^х^.х' 

и 

Уі<У<У-, Уі<У<у'і. 


Отсюда мы заключаем, что при і, /—1,2, ..., п 

Х і^ Х р Уі^:У/. ( 1 ) 

Пусть а — наибольшее из чисел хі, Ь — наибольшее 
из уі. Из определения чисел а и Ь следует, что они 
Удовлетворяют неравенствам 

х /<а, у/^Ь при /=1, 2 п, (2) 
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а из неравенств (1) — что а и Ь удовлетворяют также 
неравенствам 

при 1=1, 2, .... я. (3) 

Неравенства (2) и (3) означают, что точка ( а, 6 )’ 
принадлежит всем прямоугольникам Рі. 

Примечание 1. В решении задачи по существу никак 
не использовано то, что число прямоугольников Рі конечно. 
Если бы было задано бесконечное семейство прямоугольников 
с аналогичными свойствами, то утверждение задачи осталось 
бы в силе и доказательство его было бы аналогично приведен- 
ному выше. Единственное отличие состояло бы в том, что чис- 
ла а и Ь следовало бы определить как верхние грачи числовых 
множеств х і и у/. 

Примечание 2. Аналогичное утверждение остается в 
силе и в том случае, если вместо прямоугольников рассматри- 
вать произвольные выпуклые фигуры. Справедлива следующая 
теорема. 

Теорема Хелли *. Если на плоскости задано непустое семей- 
ство выпуклых множеств , обладающее тем свойством , что любые 
три множества из этого семейства имеют общую точку , то су- 
ществует точка, принадлежащая всем множествам данного се- 
мейства. 

Доказательство этой теоремы можно найти в книге 
И. М. Яглома и В. Г. Болтянского «Выпуклые фигуры» 
(М. — Л., Гостехтеоретиздат, 1951, стр. 30 и далее). * 

125. I решение. Первое подмножество из двух 

( ]9 X 

2 ) способами. Второе мно- 


жество из двух элементов, отличное от первого, мы вы- 
бираем из 10 оставшихся элементов исходного множе- 
ства. Сделать это можно ( ^ ) способами. Аналогичным 
образом, третье множество из двух элементов можно 
выбрать ^ 2 ) способами и так далее. Следовательно, 

6 подмножеств, каждое из которых содержит по 2 эле- 
мента, можно выбрать 


с/х'посмж:)- 

_ 12- 11 10-9 8-7 6-5 4-3 2-1 12! 

2 ‘ 2 ‘ 2 . 2 2 ' 2 ~ 2 & 


способами. Однако любое разбиение исходного множества 
на 6 различных подмножеств, каждое из которых содер- 

1 См. также примечание к решению задачи 58. — Прим, перед. 
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житіПо 2 элемента, встретится при этом 6! раз, посколь- 
ку разбиение не зависит от того, в какой последователь- 
ности мы выбираем 6 подмножеств. 

Итак, число различных способов разбиения исходного 
множества; содержащего 12 элементов, на подмножества 
из 2 элементов равно 


12 ! 
6! 2 е 


12 • 11 • 10 • 9 • 8 • 7 , ,, Л „ 
26 * ^ • У • / 


5-3. 


II решение. Пусть а і — один из элементов исход- 
ного множества, содержащего 12 элементов. Подмноже- 
ство из 2 элементов, содержащее аі, можно выбрать 
11 способами, присоединяя к а і один из остальных 
11 элементов. 

Пусть а 2 — один из элементов множества из 10 эле- 
ментов, которые остались после того, как мы извлекли 
подмножество из двух элементов, содержащее а\ из 
исходного множества. Подмножество из 2 элементов, 
содержащее а 2 , можно выбрать 9 способами, присоеди- 
няя к а 2 один из остальных 9 элементов. 

Продолжая разбиение, мы получаем, что число спо- 
собов, которыми из исходного множества можно соста- 
вить 6 подмножеств из 2 элементов, равно 11 -9-7- 5-3. 


126. Предположим, что квадратный трехчлен і(х) — 
= ах 2 + Ъх + с удовлетворяет неравенству 

І/(*)І<1 (1) 

при 0<Іх<Л. Тогда, в частности, выполняются нера- 
венства 1/(0) |^1, |/(1)|<1 и |/(1) |<!1. Поскольку 

!Ф) = с, /( 4 ) = т + 1 + с - /(1) = а + М-с, и /' (0) = 
==&==4 (т + 4 + с ) — ( а +Ь+с)— Зс, то 

1/ / (0)1<4|| + 4-Ьс| + |а + М-с| + 3|с| = 

= 4 |/(4)|-Н/( 1 ) | + 3| /(°) | <4+ 1 + 3 = 8 . 

Следовательно, А ^ 8. 

С другой стороны, квадратный трехчлен /(х) = 
= — 8х 2 -{-8х — 1 = — 2(2х — 1) 2 +1 удовлетворяет не- 
равенству (1). Действительно, при 0 х ^ 1 выпол- 
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няется неравенство *—І ^ 2*— I 1, поэтому 0^’ 
^ (2л: — I) 2 ^ 1. Следовательно, —2 ^ —2 (2л: — I) 2 0 

и — 1 < /(*)< 1. Кроме того, ['(х) = — 16л: + 8, поэтому 
/'(0) = 8. Итак, А ^ 8. 

Поскольку А ^ 8 и А ^ 8, то А = 8. : , 


127. Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда 
{ап}— последовательность всех натуральных чисел, де* 
сятичная запись, которых не содержи^ цифры 0. 

Пусть Ьп — число, получающееся из а п при замене 
всех цифр, кроме первой, нулями. Ясно, что Ь п ^ й п , по- 
этому 1/а„^1/6„. Последовательность {а п } содержит 
§ однозначных чисел, 9 2 двузначных и вообще 9* &-зйЯч- 
ных чисел, поскольку каждая цифра может быть вы- 
брана из девяти: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Среди 9* й-зНачных чисел последовательности {а п } 
имеется 9* _1 чисел, начинающихся с цифры 1, 9*~* чисел, 
Начинающихся с Цифры 2, й так далее. Следовательно, 
6 последовательности {Ъ п } й-значное число с00 ... О, 
іУге с — любая из цифр, бТличных от нуля, встречается 
9* _1 раз. 

Пусть Л* — множество таких номеров п, что Ь„ — 
&-значное число. Тогда 


X ±< X і= 9 ‘-’Е 


1 


п<=В к 


п^В и 


С** 1 


С00 . . . О 


= 9 ‘ _| X = Е т ■ 


С=1 


с= 1 


Вычислим сумму в правой части последнего равенства: 


І = Ет =1 +І + І+ ••• + у = 2, 8289... 


<2,9. 


С — 1 


Следовательно, 


X X іг<Х ! »(°<‘ 


1 - ( 0 , 9 )' 

* 9 1 — 0,9 ^ 5я 


1 = 1050 . 


Так как полученное неравенство выполняется для 
любого натурального числа г, то в пределе при /•-+ оо 

534 


получаем 


оо 


оо 



128. Предположим, что биллиардный стол имеет фор- 
му треугольника АВС, Пусть шар отражается сначала 
от стороны АС, а потом от стороны А В. Докажем еле* 
дующую лемму. 

Лемма. При отражении шара сначала от стороны 
АС, а затем от стороны АВ треугольника АВС (рис. 92), 
направление движения шара изменяется на угол 2/.ВАС, : 



а 


в' 


Рис. 92. 


Доказательство. Пусть АВ'С — образ треуголь- 
ника АВС при отражении относительно прямой АС, а 
АВ'С' — образ треугольника АВ'С при отражении отно- 
сительно прямой АВ'. Предположим, что векторы 

к, I, пг задают направления движения биллиардного 
-> •> -> 
шара, I , т — образы векторов I, т при отражении 

относительно прямой АС , т — образ вектора т' при 
отражении относительно прямой АВ (рис. 92). 

Из закона упругого отражения (угол падения равен 

углу отражения) следует, что векторы к, I', т" парал- 
лельны. Поскольку произведение (последовательное вы- 
полнение) отражений относительно прямых АС и АВ' 
сводится к повороту вокруг точки А на угол 2 /.ВАС, то 
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треугольник АВС при таком повороте переходит в тре- 
угольник АВ'С', а вектор т — в вектор т". Следова- 

->■ *>■ 

тельно, угол между векторами к и т составляет 2 /.ВАС. 
Лемма доказана. 

Теперь приступим к решению задачи. Поскольку от- 
ношения внутренних углов треугольника АВС рацио- 
нальны, то существует такое число X и натуральные 
числа г, я, і, что /ВАС — гХ, /.АВС = яХ, /АСВ = I X. 
Таким образом, Х(г + я + 1) = я, иЛй X = я/я, где 
п = г -(- я -(- I. 

По доказанной выше лемме после четного числа от- 
ражений направление движения биллиардного шара из- 
менится на угол, равный четному кратному угла Х/я, 
то есть одному из чисел 2Х, 4Х, 6Х, . . . , 2яХ = 2л. Следо- 
вательно, после четного числа отражений от стенок бил- 
лиардный шар может двигаться в одном из я направле- 
ний. Аналогичным образом после нечетного числа отра- 
жений шар может двигаться в одном из я направлений. 
Следовательно, общее число направлений, по которым 
может двигаться биллиардный шар, не больше 2я. 

Примечание. Аналогичным образом можно доказать, 
что если в условиях задачи треугольник заменить произвольным 
многоугольником с рациональными отношениями внутренних 
углов, то число направлений, по которым может двигаться бил- 
лиардный шар по такому многоугольнику, конечно. 

129. Предположим, что при некотором натуральном 
я ключи к я замкам можно распределить среди 11 Чле- 
нов комиссии с учетом всех условий задачи. Пусть Аі — • 
множество замков, которые может открыть і- й член ко- 
миссии, где і= 1, 2, .... 11, а А — множество всех зам- 
ков. Из условий задачи следует, что 

Аі, 1М<, СІ ... [}Аі,ф А (1) 

для любого подмножества {іи і 2 , .... /5} из 5 элементов 
множества {1, 2, .... 11} и 

... [)А,,= А (2) 

для любого подмножества {/і, / 2 , .... /в} из б элементов 
множества (1,2, .... 11}. 

Соотношение (1) означает, что множество А — (Аг,ІІ 
II ... I) Аі % ) не пусто. Пусть .у — один из его 
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элементов. Это — тот замок, который не может открыть 
группа членов комиссии с номерами іи . . . , і$. Соотно- 
шение (2) означает, что х іх при любом ]Ф{і\, 

*2> • • • і • 

Предположим, что для некоторых подмножеств из 
5 элементов {»і, і 5 } и { к \ , Аг, .... А^} множества 

{1, 2, . .., 11} выполняется равенство х и , = х к к . 
Если эти подмножества не совпадают, то и ф {А ь А 2 , . . . 
...,Аг} при некотором /е {1, 2, . .. ,5}. Но тогда 
*к хотя, с другой стороны, х І} іь & Аі ( . По- 


лученное противоречие доказывает, что {ід., *а, ...» *в)- = 
== {Аі, А 2 , . . . , А5}. 

Итак, мы доказали, что различным подмножествам 
из 5 элементов соответствуют, различные замки. Следо- 
вательно, число замков не меньше числа подмножеств, 


содержащих по 5 элементов из 11, или п ^ ^ } =462. 

Докажем теперь, что если сейф снабжен ( У ^ зам- 


ками, то ключи между членами комиссии можно распре- 
делить так, чтобы удовлетворить условиям задачи. 


Для этого каждому из 



замков мы поставим во 


взаимно однозначное соответствие подмножество, содер- 
жащее 5 из 11 элементов множества {Г, 2, . . . , 1 1}. Если 
замку, соответствует подмножество {/ ь ..., / 5 }, то ключ 
от него получают все члены комиссии с номерами, от- 
личными от іи і 5 . 

. Докажем, что любые 5 членов комиссии не смогут 
открыть один .из замков, а следовательно, и сейф. Дей- 
ствительно, у членов комиссии с номерами, іи . .., /5 нет 
ключа от замка, которому соответствует подмножество 

{/ь ..., І5}. 

Докажем далее, что любые 6 членов комиссии смо- 
гут открыть Любой замок, а значит, и сейф. Действи- 
тельно, если члены комиссии имеют номера /і, . . . , / 6 и 
( хотят открыть замок, которому соответствует подмноже- 
ство {м, ..., і 5 }, то по крайней мере одно из чисел 
Іи .... / б не принадлежит этому подмножеству, напри- 
мер ]іф{іи •••, і’б}- Следовательно, у члена комиссии 
с номером ]і найдется, ключ от, замка, которому соответ- 
.етвует подмножество {іи і 5 }. 
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Итак, наименьшее число замков, удовлетворяющее 
условиям задачи, равно ( У ) =462. 


130. Предположим, что натуральные числа х, у, г, гі 
удовлетворяют уравнению 

х п +у п = г п . (1) 

|4е уменьшая общности, можно предположить, что х у< 
Поскольку г п = х п + у п > у п , то г >' у и, следовательно, 
* ^ У + 1- 

Возводя обе части этого неравенства в п-ю степень, 
получаем по формуле бинома Ньютона 

е п >(у+ 1) п = у п + (і)у" -, + ... + \>у п + пу п ~К (2) 

Сравнивая неравенство (2) с уравнением (1), приходим 
К неравенству х п ^ пу п ~ 1 , а поскольку х ^ у, то х п 
^ пх п ~\ или х^п. Итак, тіп (х, у) = х ;> п. 

131. Если а = {аи а.2, .... а т ) — перестановка на- 
туральных чисел от 1 до 100, то пусть 

ю 

А = шах 'Еап+к- (1) 

1 <П< 90 ІЙ = 1 

Тогда сумма каких-то 10 последовательных членов 
перестановки <т равна А а и сумма любых 10 последова- 
тельных членов той же перестановки не больше А а . 
Итак, задача сводится к тому, чтобы найти число 

А — ттА а . (2) 

а 

Из определения (1) числа Л а , в частности, следует, 
Что 

А а ^а\ + а? + ... + аю, 

А а ~^а п + йі 2 + ... +« 20 » 


А а ^ а 9 і + а д2 + ... + «іоо* 

Складывая левые и правые части этих неравенств, 
Получаем 

10 А а ^ а\ #2 “Ь • • • Ч - йіоо = 1 + 2 + • , . -]- 100 = 5050. 
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Таким образом, для любой перестановки а выпол- 
няется неравенство А„ ^ 505, в силу чего (см. определе- 
ние (2) числа А) 

А >505. (3) 

Рассмотрим теперь следующую перестановку т =; 
:*=(0 ь а 2 , .... а ІО о) множества натуральных чисел от 1 
до 100: 

100, 1, 99, 2, 98, 3, 97, 4, .... 51, 50. 

Эту перестановку можно задать соотношениями 
а 2п +і=100 — п при 0<п<49, 
а 2п = п при 1^я<Г50. 

Докажем, что сумма любых 10 ее последовательных 
членов не больше 505. 

Действительно, если первый из 10 рассматриваемых 
членов имеет четный номер 2 6, то 

$ = 026 4" 026+1 + • • • 4" 026+9 — (02 к + 026+2 + • • • + 026+ в) 4" 
4“ (026+ 1 4" 026+3 4" • • • 4" 026+э) = 

= [& 4~ (& 4- 1) + • • • 4- (6 4- 4)] + 

+ [( 100 - 6 ) + ( 100 -( 6 + 1 ))+... 

... 4- (100 -(6 4- 4))] = 500. 

Если же первый из рассматриваемых членов имеет 
нечетный номер 26+1, то 

5 = 026+1 4 - 026+2 4 - ... 4 - 026 + 10 = 

= (026 4- 026+1 4- ... 4- 026 +э) 4- 026+10 — 026 = 

= 5 + (6 + 5) -6 = 5 + 5 = 505. 

Итак, мы доказали, что сумма любых 10 последова- 
тельных членов перестановки т не больше 505 (и может 
равняться этому числу). Следовательно, А х = 505 и по- 
этому из соотношения (2) 

А < 505. (4) 

Сравнивая неравенства (3) и (4), получаем 

А = 505. 
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Примечание 1. Задачу можно обобщить следующим об- 
разом. Найти наибольшее число А, такое, что для любой пере- 
становки натуральных чисел от 1 до четного числа п — 21 сум- 
ма от — 2г (где г — делитель числа I) последовательных членов 
перестановки не меньше А. . 

Незначительно изменив приведенное выше решение (заменив 
число 100 на 21, а 10 — на 2 г), можно доказать, что 
А = Шт(п + 1). 

Примечание 2. Если от п — произвольные натураль- 
ные числа, то в общем случае утверждение о том, что любая 
перестановка чисел от 1 до я содержит от последовательных 
, членов, сумма которых не меньше (Ѵг) от (п + 1 ) , не верно. На- 
пример, при п = 6, от = 4 перестановка 6, 4, 1,2, 3, 5 не со- 
держит четырех последовательных членов, сумма которых йе 
меньше 14. 

132. 1) Начнем с предварительного замечания. В рав- 
ностороннем треугольнике со стороной, равной 1, 
множество, состоящее из середин Р, <3 двух боковых 
сторон, обладает тем свойством, что любая точка тре- 
угольника отстоит от одной из точек Р, <2 не больше чем 
на %. Действительно, если провести 2 круга с центрами 



с 


в 


Рис. 93. 


Рис 94. 


в точках Р, С} и радиусом ‘/г (рис. 93), то, как нетрудно 
видеть, треугольник будет содержаться в объединении 
этих кругов. 

Пусть Р, (2, Я, Т — середины ребер Ай, ВЭ, АС, ВС 
правильного тетраэдра АВСЭ (рис. 94). Тогда каждой 
из граней тетраэдра АВСО принадлежат две из точек 
Р, С}, Я, Т, совпадающих с серединами двух ребер грани. 
Из предварительного -замечания следует, что каждая 


. г >• 
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точка, принадлежащая любой грани тетраэдра, отстоит 
от одной из точек Р, <2, Р, Т на расстояние не больше 
чем Ѵг- 

2) Пусть на поверхности тетраэдра АВСй суще- 
ствуют три такие точки Р, С 2, Р> что расстояние от любой 
точки на поверхности тетраэдра до одной из них не 
больше чем У 2 . Поскольку тетраэдр имеет 4 вершины, то 
по' крайней мере 2 вершины отстоят от одной и той же 
точки Р, С} или Р не больше чем на Ѵг- Пусть, например, 
расстояние от вершин Л и О до точки Р не больше чем 
Ѵг- Поскольку расстояние между вершинами А и и 
равно 1, то точка Р совпадает с серединой ребра АВ. 

Заметим, что любая точка, принадлежащая высоте 
БЕ грани БСП (за исключением вершины О), отстоит 
-от точки Р больше чем на '/г- Чтобы убедиться в этом, 
рассмотрим развертку поверхности тетраэдра АВСО 
(рис. 95). Заштрихованная область представляет собой 



множество точек, расстояние от которых до точки Р не 
превышает Ѵг- Высота ИЕ имеет с заштрихованной об- 
ластью лишь одну общую точку — вершину 

Если бы расстояние от точки О до ^саждой из точек 
(2 или Р было больше Ѵг. то тем же свойством обладала 
бн и, любая точка, принадлежащая некоторой окрестно- 
сти точки В. В частности, точки отрезка ЭЕ, достаточно 
близкие к точке О, отстояли бы от любой из точек Р, (2, 
Р больше чем на Ѵг, что невозможно, так как противоре- 
• чл.т исходному предположению. Следовательно, точка 
О удалена от одной из точек <2 и Р не больше чем на 7г. 
Аналогичным образом можно доказать, что точка А уда- 
лена от одной из точек <2 и Р не больше чем на Ѵг- 
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Поскольку расстояния от вершин В и С до точки Р 
больше 72. то расстояния от каждой вершины В и С до 
одной из точек ф и Р не больше у 2 . 

Итак, мы доказали, что каждая вершина тетраэдра 
° тстоит от одной из точек 0 и В не больше чем 
на / 2 . При этом не существует трех вершин тетраэдра 
расстояния которых до одной и той же из этих точек не 
оольше ‘/г, поскольку радиус описанной окружности рав- 
ностороннего треугольника со стороной, равной 1, боль- 
ше Ч 2 . 

Следовательно, расстояния от каждой из точек О и К 
*™ ИХ "л° ДВ п Х ве Р шин тетраэдра АВСО не больше Ч 2 и 
точки Ц и В совпадают с серединами каких-то двух ре- 
бер тетраэдра. м у ^ 

Итак, из исходного предположения следует что каж- 
дая из точек Р, <Э, * совпадает с серединой одного из 
ребер тетраэдра АВСИ. Выше, предположив, что точка 

что в Л Л е иРт С п ерединой некоторого ребра, мы установили, 
что все четыре вершины тетраэдра А, В, С, Я отстоят не 
больше чем на У 2 от одной из точек <Э и В. Теперь мы 
Т ° Ж6 Р асс У жден ие, начиная с любой из 
11 е * Р \Р’ и те „ м самьш А ’ в - С, П отстоят не больше 

тоойки Р П Т о Д ы И И3 Т0ЧеК ЛЮ п 0Й пары ’ ныбранной из 
троики Р, О, В. Но среди точек Р, <2, В обязательно есть 

пара, принадлежащая одной грани тетраэдра, и поэтому 
вершина тетраэдра, не лежащая в этой грани, отстоит 
от каждой из точек этой пары больше чем на ! / 2 

Полученное противоречие доказывает, что исходное 
предположение неверно. Следовательно, на поверхности 
6 тетраэдра те существует трех точек, расстояния от ко- 
торых до любой точки поверхности 5 не превосходят % 

л ,’ 33 ' ЕСЛИ йі ~ й2 Т °’ то многочлены ыі и и 2 вырож- 
даются в постоянные. Из соотношения 

«і (*)" + м 2 (х)" — и 3 (х) п ( і ) 

следует, что многочлен и 3 (х) также вырождается в по- 
стоянную, то есть а 3 = 0. В этом случае достаточно по- 
ложить а = Ьі (і ~ 1, 2, 3), А = 0 и В = 1. 

Если по крайней мере одно из чисел а и а 2 отлично от 
нуля, например сц ^=0, то пусть у = ахх + Ъ ь Тогда 


«/ <*>“■=[■*■ 


Ь/Сі^ — а/Ь, 
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при / = 2, 3 или и ] (х)=*А І у + В,, где А; — и В ; =* 
буо, — Исходное равенство (1) преобразуется 

У у п + ( А 2 у + В 2 ) п = ( А 3 у + В 3 ) п , (2) 

где у е К. Приравнивая свободные члены и коэффи- 
циенты при у и у п (по условиям задачи п ^ 2) в обоих 
частях равенства (2), получаем 

В п 2 = В п 3 , (3) 

пА 2 ВГ 1 = пАзВГ 1 , (4) 

1 + Л2 = Лз- (3) 

Если В 2 = 0, то из (3) следует, что иВ 3 = 0,в силу 
чего Мі — = 0 при / = 2, 3, или Ъ, = ^ Ь х . В этом 

й 1 

случае достаточно принять, что с і = 1, с 1 == ~^ П Р И 
(і = 2, 3, Л = оі, В = 6і. 

Если В 2 Ф 0, то из того же соотношения (3) следует, 
что Въ ф 0. Разделив левую часть равенства (4) на ле- 
вую часть равенства (3), а правую часть равенства 
[(4) — на правую часть равенства (3), мы получим 

Лі— А*., Возводя обе части этого равенства в п-ю сте- 
пень и используя соотношение (3), приходим к равенству 
_Д2 = Лз> противоречащему соотношению (5). Таким 
образом, случай, когда В 2 ф 0, представиться не может. 

134. Напомним определение простой замкнутой лома- 
ной. 

Замкнутая ломаная, последовательные вершины ко- 
торой обозначены Ши Ш 2 , ■ ••> ѴРп, ^л+ь где 1^л+і 
р= Ши называется простой, если при 1 < і, / ^ п, 
Л < / — і < п — I звенья ломаной ШіШі+і и Ш,Ші + і не 
имеют общих точек. 

Пусть никакие три из п точек Л і, Л 2 , ..., А п на пло- 
скости не лежат на одной прямой и Л л +і — Л ь Предпо- 
ложим, что замкнутая ломаная Ь с вершинами Л і, Л 2 , ... 

Ап, А п +и обозначенными в том порядке, в котором 
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они встречаются при обходе ломаной, — кратчайшая из 
ломаных, проходящих через заданные точки, и не про- 
стая. Если і ф /, 1 < /, /<л, то пусть Е(Л,-,Л / ) озна- 
чает часть ломаной I с началом в точке Л;, содержащую 

вершины А і+и Л, +2 Л/_і, А,. 

При /= 1, 2, п 

Ь(А{, Л 1 + ]) = Л;Л/ + і, 

так как кратчайшая ломаная, соединяющая две точки 
представляет собой отрезок прямой, соединяющей эти 
две точки. 

Поскольку ломаная Ь не простая, то существуют та- 
кие числа і , /, что 

Кі, /<п, 1 < / — I < п ■ — 1 ( 1 ) 

и звенья ЛИі+і й Л ; ‘Л ;+ і имеют общую точку Р (рис. 96). 
Из неравенств (1) видно, что никакие две точки Л,, Л ж ," 



Аі* А) + 1 не совпадают. Следовательно, точка Р лежит 
внутри каждого из отрезков Л,Л /+Г , Л,Л Ж , поскольку 
по условиям задачи никакие три из заданных точек 
л ь л 2 . • • • . Ап не лежат на одной прямой. 

Поскольку в любом невырожденном треугольнике 
длина одной стороны меньше суммы двух других сто- 


А‘ А і < АіР + РА„ Л 1+І Л /+1 < Л (+1 Р + РА І+и 
откуда 

■ . ■ . АіА,-+ Л І+1 Л 7+ , < АіА 1+1 + ЛуЛ /+ ,, 
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Это означает, что замкнутая' ломаная Ь', составлен- 
ная из ломаных і (Л/-и, Аі), АіА/, Ь(А/,Аі+ і), Л ж Л ж , 
проходит через заданные точки Аі, Л 2 , .... А п и короче 
замкнутой ломаной Д составленной из ломаных Ь(А/+і, 
Аі), АЛі+и ЦАі+і, А/), Л/Л ж . Полученное противоречие 
доказывает, что кратчайшая замкнутая ломаная, прохо- 
дящая через точки А\, Лг, .... А п , простая. 

Примечание. Нетрудно доказать, что кратчайшая про- 
стая замкнутая ломаная, проходящая через точки А и Аг, . • - 
А л , существует. Действительно, если эта ломаная проходит 
последовательно через точки Аі и А/, то часть ее, заключенная 
между вершинами Аі и А /, не короче отрезка прямой Л;Л/ (по- 
скольку отрезок прямой короче любой из ломаных, соединяю- 
щих его концы). Итак, чтобы получить кратчайшую ломаную, 

проходящую через точки Аі, Аг А я , достаточно рассмотреть 

ломаную, составленную из отрезков АіА/. Число таких отрезков 
конечно. Следовательно, число составленных из них замкнутых 
ломаных также конечно и среди этих ломаных существует ло- 
маная наименьшей длины. 


135. Рассмотрим многочлен /„ (*) = у [(2х — 1)" + 1], 

где п — натуральное число. Все его коэффициенты — це- 
лые числа, так как все коэффициенты многочлена 
(2х — 1 ) п 4-‘ 1 — четные числа. 

При [0,1; 0,9] двучлен 2х— 1 удовлетворяет не- 
равенствам —0,8 < 2х— 1 ^ 0,8, поэтому 



= 1|2*-1| п <у(0,8) п . 


Выясним, при каких натуральных значениях п вы- 
полняется неравенство у (0,8)" < 0,001: 

(0,8) п < 0,002; п1ов0,8-< 1о§ 0,002; 

Іоц 0,002 27 з 

п> 1о§ 0,8 

Итак, условиям задачи удовлетворяет любой из мно- 
гочленов }п{х) при п 28. 


136. Докажем сначала следующую лемму. 

Лемма. Пусть № — вершина, О — центр основания 
прямого кругового конуса и () — точка, лежащая в пло- 
скости основания. Угол между прямой образующей 
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конуса ѴСЯ достигает наибольшего значения, если 
О^С?Я (рис. 97). 

Доказательство. Для любой точки Я, лежащей 
на окружности, которая ограничивает основание конуса, 
по теореме косинусов справедливо равенство 

<ЗЯ 2 = ГД 2 + Ѵ2С} 2 - 2ГД • \Ѵ <2 соз и ОіЧРХ). 

Поскольку длины отрезков Ѵ2Я и \\/ С} постоянны (не 
зависят от положения точки Я на окружности), то угол 
С^ѴСЯ будет наибольшим, когда его косинус достигнет 
наименьшего значения, то есть длина отрезка ОЯ будет 
наибольшей. Это произойдет, когда О <= СІЯ. Лемма до-, 
казана. 


с ' 



Переходим к решению задачи. Пусть АВС' — тре- 
угольник из множества 2, содержащий центр О сферы 
а. Ясно, что такой треугольник в множестве 2 суще- 
ствует. Пусть а' = 2. В АС', р' = .2. АВС', и аналогично 
для любого треугольника АВС из множества 2 пусть 
а = 2ВАС, р = 2АВС. 

Поскольку АС— прямая, касательная к сфере К, то 
она образующая прямого кругового конуса с осью АО. 
Следовательно, по лемме а' ^ а и аналогично р' ^ р. 
Совместив треугольники АВС' и АВС в одной плоскости 
(рис. 98), мы легко убедимся в том, что А АВС сг 
с= ААВС', причем оба треугольника АВС и АВС' имеют 
общее основание. Это означает, что площадь и периметр 
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Треугольника АВС' не меньше площади и периметра 
треугольника АВС. 

, 

137. Предположим, что конечное множество А содер- 
жит п элементов. Методом математической индукции 
по п докажем, что существует такой упорядоченный на- 
бор подмножеств 

А\, А 2 , ...» А т , (1) 

в котором любое подмножество множества А встре- 
чается только один раз. Кроме того, набор подмно- 
жеств (1) обладает следующим свойством: 
при 1 , 2, ..., т— 1 одно 
из подмножеств Л І+ і\Л,- и ЛДЛ,+і пусто, 
а другое содержит 1 элемент. (2) 

При п — 1 множество А содержит 1 элемент, и на- 
бор подмножеств А і = 0, А 2 = А удовлетворяет усло- 
вию (2). 

Предположим, что при некотором натуральном п все 
Подмножества любого множества, содержащего п эле- 
ментов, можно расположить в таком порядке (1), что 
будет выполняться условие (2). Докажем, что тогда 
этим же свойством будет обладать и любое множество, 
содержащее п + 1 элемент. 

Пусть множество В содержит пЦ- 1 элемент. Выбе- 
рем любой элемент Ь^В и обозначим А — В\{Ь}. 
Множество А содержит п элементов, и по предположе- 
нию индукции все подмножества множества А можно 
расположить в виде упорядоченного набора (1) так, 
чтобы они удовлетворяли условию (2). Рассмотрим 
упорядоченный набор множеств 

А і , А 2 , .... А т , А т \] {Ъ }, А т _\{]{Ь}, ... 

.... а 2 [}{ь), л,іт. (3) 

Все члены конечной последовательности (3) раз- 
личны, и каждое подмножество множества В встре- 
чается в этой последовательности. Докажем, что упоря- 
доченный набор (3) множеств удовлетворяет условию, 
аналогичному условию (2). Для этого вычислим разно- 
сти последовательных членов набора (3). По предполо- 
жению индукции при і=1, 2, ..., т одно из множеств 
Л«+і\Л,- и Аі\А і+ і пусто, а другое содержит 1 элемент. 
Следовательно, одно из множеств (Лг+і II {&}) \ (Дгі) 
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іН*}-}=Лж\Лі и (л, іі {*»}) \ м* +1 и {&}) = лдл+* 

пусто, а другое содержит один элемент. Кроме того не- 
посредственн 0 видно, что Л т \(Л т [] {Ь})= 0 , а (А т \} 

и \ л '" — (о;- Іаким образом упорядоченный набор 
множеств (3) удовлетворяет условию, аналогичному ус- 1 
ловию (2). Тем самым утверждение доказано. 

Принцип математической индукции позволяет утвер- 
ждать, что все подмножества любого конечного множе- 
ства можно расположить в виде упорядоченного набора 
(1), удовлетворяющего условию (2). 


Примечание^ Задача 137 допускает интересную геомет- 
рическую интерпретацию. Рассмотрим случай л = 3 . Если 
Л — {щ, а 2 , а 3 }, то каждое подмножество А* множества А 
можно отождествить с точкой (е и е 2 , е 3 ), координаты которой 
равны либо 0, либо 1 по следующему правилу: 


( 0, если а. ф А', 
( 1, если о^еЛ'. 


Такие точки располагаются в вершинах куба, задаваемого 
единичными векторами, которые направлены по 'осям координат. 

а,, И Л .— подмножества множества А. Одно, из мно- 
жеств А \А и А \Л пусто, другое содержит 1 элемент в том 
и только в том случае, если точки, соответствующие подмноже- 
ствам Л и Л отличаются одной координатой. Такие точки при- 
надлежат одному из ребер куба. Следовательно, исходную за- 
дачу можно сформулировать так: существует ломаная, обрезае- 
мая некоторыми ребрами куба и проходящая только один раз 
через каждую из его вершин. • 

Аналогичную геометрическую интерпретацию задача допу- 
скает и при п Ф 3. Единственное отличие состоит в том, чт& 
вместо куба придется рассматривать Я-мерный гиперкуб. 


138. Докажем, что если а — четное натуральное 
число, не делящееся на 5, и $„ — сумма цифр числа а п 
при п— 1, 2, ..., то последовательность {$„} неограни- 
ченно возрастает. 

Пусть а.\, 02 , ... — цифры в десятичной записи 
числа а п , считая справа. Все члены этой последователь- 
ности при достаточно больших номерах равны нулю 
Итак, 

а п = (... а 3 а 2 а 1 ) 10 . 


Цифра а\ отлична от нуля, так как по предположе- 
нию число а не делится на 5 и, следовательно, число а п 
также не делится на 5. 
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. Л с им а. Если 

1</<4 П ’ (!) 

то по крайней мере одна из цифр а/+ ь «/+ 2 , • • • , пн , 
числа а" отлична от нуля. 

Доказательство. Если бы при некотором нату- 
ральном /', удовлетворяющем неравенству (1), выполни- , 
лось бы соотношение а ; +і = а, +2 — ... = = 0, то, 

обозначив 

С = 1 . • • 0 2 аі)іО> 

мы будем иметь 

а п — с = (... а ч+2 а А і + ,00 . . . 0) І0 . 

Следовательно, 1 0 4/ 1 а" — с 1 и тем более 

2 4/ 1 а п — с. (2) 

Поскольку а — четное число, то 2"| а", откуда (в силу 
неравенства 4/ ^ п) получаем 

2 ѵ\а п . (3) 

Из соотношений (2) и (3) следует, что 2 4 >'| а п — 
__ ( а п — с) == с. Но 2 4; = 16^ > 10 ; > с, поэтому С — 0, 
что невозможно, так как последняя цифра а і числа с от- 
лична от нуля. Полученное противоречие означает, что 
утверждение леммы верно. 

По доказанной лемме в каждом из приводимых ниже 
наборов цифр, встречающихся в десятичной записи 
числа а п , по крайней мере одна цифра отлична от нуля: 

и 2 , аз, ац* 

П5, Не, О7, • • ■ > Ніб> /ал 


; ■ а* к+] , а 4 *+ 2 , .... а 4 *+\ 

где число / = 4* удовлетворяет условию (1), то есть 

Показатель степени к можно считать равным 

' 4 

1 Запись пг\п означает, что число п делится на т. Прим, 

перев. 
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6енству >ШеМУ И3 ЦеЛЫХ ЧИСеЛ ’ УД° влетв оряющих нера- 


или 




4 Й+І ^ц, &+1^1о^ 4 я. 


то есть положить к = Поецлі — і глр ги 

ат‘х) Х (наи6ольшее 1,3 иелых 'чисел, не превосход™ 

аиф^ы™“ТакГГ™о (4) СОДержат Р азличн ые 
и ілахіліт ’ таких последовательностей всего к 4- 1 
й каждая из них содержит отличную от нуля ни*пѵ 
Следовательно, сумма цифр чи^ла °І-Т мТн^е 

Пт Іов і — ' а Поскольк У [1о?4 п] > 1о ё4 п~ 1 и 
«-►со оо, а по доказанному $„>[1одД], Т о 


Нш 8 п 

к-*сь 


■ оо. 


І39. I решение. Пусть НхѴ- л.х. .щ 

йде п > 1. Тогда У ' «о+«і *+...:+ а л х л , 

I / (*) I = | аі + 2а 2 х + па п х п ~ 1 1 ^ 

<|а,| + 2|а 2 ||*| + ... + /і|а в ||*»-і|< 

где <л *(1+иі + иі 2 + ... +ІЛГГ'), 

44 > шах (| а, |, 2|а 2 | П \а п \). 

Если |*|< 1, то |*|* «- 1 при * _ , „ 

6 силу чего 1 1 ^ фИ К — Е 4 •••, п~ I, 

н-иі + иіч ... + і*г ! <«. (1) 

Кх^всТлу 1 ,!? 1 ' Т0 1 <М<|*| ! < 

і + иі + ич ... +\хГ'< пХ 2П' (2) 

Для Н лГого С ; В І К І} И (2) позволяют утверждать, что 

I Г (х) I < ЛГл (1 + **■»). 
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( 3 ) 


Эта оценка означает, что 

У{х)> -Мп(1+х 2п ). 

Пусть Р{х) = Цх) + Мп(х + х 2п + 1 ) и С{х)=*Мп(хЩ 
йГх 2п+1 ). Тогда І(х) — Р—0. Многочлены Р и О моно- 
тонно возрастают, поскольку из неравенства (3) сле- 
дует, что 

Р' ( Х ) = у (х) + Мп (1 + (2га + 1) х 2п ) > 

^ V (х) + Мга (1 + х 2п ) > О 

О' (х) = Мп( 1 + (2 п + 1) х 2п ) > 0. 

II решение. Пусть Р (х) — первообразная функции 
.1 ( у (х) 2 + У (х) + 1). удовлетворяющая условию Р (0) = 

— ДО), и пусть С (х) — первообразная функции (У (х) 2 — 

_ у (х) ф- 1), удовлетворяющая условию О (0) = 0. 

Ясно, что Р (х) и О (х) — многочлены, причем моно- 
тонно возрастающие. Действительно, Р' (х) = у (Г (х) 2 + 

+ У (х) + 1) > 0 и С' (х) = і (/' (х) 2 - У (х) + 1) > 0, так 
как многочлены ^ 2 + / + 1 и / 2 — / + принимают только 
положительные значения. 

Кроме того, (Р — О)' = Р' — О' = У, поэтому Р{х)~ 
_ 0(х)= Дх) + С, где С — постоянная. Сравнивая зна- 
чения правой и левой частей в точке х — 0, находим, 
что С = 0. Таким образом, Р{х) 0(х)=Дх), что 
и требовалось доказать. 

III решение. Докажем утверждение задачи ме- 
тодом математической индукции по степени много- 
члена /\ 

Если многочлен I тождественно равен некоторой по- 
стоянной (Дх) = с), то Дх) = (х + с) — х, и многочлены 
х + с и х монотонно возрастают. Предположим далее^, 
что /(х)— многочлен положительной степени и /любой 
многочлен меньшей степени представим в виде разности 
двух монотонно возрастающих многочленов. 

Если степень многочлена Дх) четна (равна 2га), то 

) (х) = ах 2п + §І.х), 


(4) 
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где степень многочлена §(х) меньше 2п. Пользуясь форг 
мулои бинома Ньютона, получаем 

ъГ+Т + а ) 2П+ ‘ “ х2п+1 ) = ах 2п + /г (х), . (5) 

/ Де , /г ЙГ7 МН0 , Г0 '! лен степени меньше 2 п. Многочлены 
.(* + а ) +1 И х 2п +‘ монотонно возрастают. По предполо- 
жению индукции существуют такие монотонно возрас- 
тающие многочлены Р, и О и что 


ё-\-Ь = Р\ — С л . (6) 

Следовательно, если положить Р(у)=р 1 ( х ) -|- 1 х 

X (* + а ) 2п+1 ■ 1 


> 6 (х) — О і {х) 


•х 2п+І , то соотноше- 


2 п | 

ния (4) (5) и (6) позволяют записать многочлен Их) 
в виде /(*) = Р — О. Многочлены Р и О монотонно воз- 
растают, поскольку каждый из них равен сумме двух 
монотонно возрастающих многочленов. 

Если степень многочлена {(х) нечетна (равна 2 п П 

то '* 

}( Х ) = ах 2п- 1 + §{х)і (7) 


где ё(х) — многочлен степени меньше 2п — 1. По пред- 
положению индукции существуют такие монотонно воз- 
растающие многочлены Р ѵ и С и что 


8 — Рі — Оі- (8) 

Число а равно разности положительных чисел: а — 
= Ь — с. Например, достаточно взять Ь — I а 1 4- 1 с = 
= | а | — а + 1, чтобы 11 

ах 2п ~ 1 = Ьх 2п ~ 1 — сх 2п ~ 1 ( 9 ) 

и многочлены Ьх 2п ~ 1 и сх 2п ~ 1 были монотонно возрастаю- 
щими. Таким образом, если Р(х) — /?, (а:) Ьх 2п ~' 
О(х) — О х (х) + сх 2п ~ 1 , то из соотношений. (7), (8) и (9)' 
получаем, что }=Р — С, причем многочлены'/ 7 и О мо- 
нотонно возрастают как суммы монотонно возрастаю- 
щих многочленов. 

ІѴ решение. Прежде всего заметим, что если 
/і Рі — Оі, 1 2 === Р -2 а ч и многочлены Р х , Р 2 , О, 0 2 
монотонно возрастают, то /і + /г = (Р і + Р 2 ) — (О, 
и многочлены Р { р 2 и (7, 4- С 2 также монотонно воз- 
растают, Аналогичным образом, если и — любое отлич- 
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ное от нуля вещественное число, то а]\ = аР і — аС\ = 

= ( — аС\) — ( — аР\). При а>0 монотонно возрастают 
многочлены ар\ и аС\, при а <і 0 — многочлены — аР\ 
и —аС і. 

Итак, сумму многочленов, представимых в виде раз- 
ности монотонно возрастающих многочленов, и произ- 
ведение монотонно возрастающего многочлена на по- 
стоянную также можно разложить в разность двух мо- 
нотонно возрастающих многочленов. 

. Отсюда следует, что если каждый одночлен х п , где 
п ^ 0, представим в виде разности монотонно возрас- 
тающих многочленов, то любой многочлен также можно 
представить в виде разности монотонно возрастающих 
многочленов, так как любой многочлен — это конечная 
сумма одночленов 1 , х, х 2 , умноженных на постоян- 
ные коэффициенты. 

-- Одночлен х 2п т\ равен разности монотонно возрастаю- 
щих многочленов 2х 2л ~' и х 2п ~ ] . Одночлен 1 можно за- 
писать в виде разности монотонно возрастающих много- 
членов х + 1 их. Наконец, одночлен х 2п , где п > 1, пред- , 
ставим в виде разности монотонно возрастающих 
многочленов х 4п ~' + х 2п 4- 2пх и х 4 "- 1 + 2пх. В том, что 
последние два многочлена монотонно возрастают, не- 
трудно убедиться, вычислив их производную, прини- 
мающую только положительные значения: 

(х 4п -> + 2пхУ = (4п— Г)х* п ~ 2 + 2п>0 для х<=К, 
(х' п ~ і + х 2п + 2пх)' = {Ап — 1) х 4п ~ 2 + 2пх 2п ~ 1 + 2 п > 

> 2п (х 4 "- 2 + х 2п -Ч- 1) > О 

так как квадратный трехчлен / 2 +/+1 принимает 
только положительные значения. 

140 . Число элементарных событий равно числу набо- 
ров из п величин, каждая из которых принимает лишь 
2 значения: орел и решка, то есть 2 я . Благоприятным 
событием считается выпадение подряд 100 орлов. Вы- 
числим сначала вероятность неблагоприятного события, 
то рсть число наборов, не содержащих 100 орлов подряд. 

Пусть п = 100* + г, где к ^ 0 и 0 < г < 100. Тогда 
любой набор из п чисел состоит из к наборов по 100 чи- 
сел в каждом и 1 набора из г чисел. Общее число 
наборов из 100 чисел, каждое из которых принимает. 
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2 значения, равно 2 І0 °, поэтому если исключить последо- 
вательность состоящую из 100 орлов, то останется 
, * наборов из 100 чисел. Таким образом, каждый 

набор из п чисел, не содержащий 100 орлов подряд со- 
стоит из к таких наборов по 100 чисел и некоторого на- 
бора из г чисел. Следовательно, число неблагоприятных 

событии не больше ( 2 100 1 ) * - 2 ". н 

Это означает, что 


>р п > І-ІІ 100 - 1 )*-^ , Л 1ч* 

Уп 2 іоой+г — 1 - [1 - - х оо-^ 


(1) 


Если п стремится к бесконечности, то к также не- 
ограниченно возрастает. Когда 0<^<1, Т0Г да 

= ° и потому Шп (і-^з-у^о. Поскольку 

числовые последовательности {1} и { 1 — ( 1 !_Л*1 

ограничивающие последовательность {пЛ сходятся 
к одному и тому же пределу, равному 1, то и Пт р п =\. 

П~>оо 

141. Многогранником называется ограниченное мно 
жество точек пространства, расположенных не в одной 
плоскости и принадлежащих одновременно ограничен- 
ному числу . полупространств. Поскольку полЖітам- 
ство — выпуклое множество, а общая часть выпуклых 
множеств также представляет собой выпуклое множе- 
и/п каждыи многогранник — выпуклое множество 
Из выпуклости многогранника, в частности следѵет 
что если каждая из двух его вершин Рид принадлежит 

нива" 0ТМ30К Ж ро а г Р п Граней ' Т0 />< 2 - Р е 6 Р° многогран- 
а значил и „"о? Щ е Р й "й™ Ж " Т КІШД0Й " 3 «У* г Р а “<= й . 
Пусть вершина А 0 многогранника \Ѵ принадлежит 

мГгог„ Т а Р „ е н„к е Г Р „1 Ра " АА - АА " 
многогранник Г обладает центром симметрии, то вер- 

ина А 0 , симметричная вершине Л 0 , также принадлежит 

Р ° В “ ?„ ем ребрам АІА о АІА 11 Д Л где а; (ГЖ- 
точки, симметричные точкам А { . Пусть п, — плоскость 

н Р =Т/ еРеа Цент ? $™ ме трии многогранника V 

икже^ребоо'ѴТ '*= 1 ' 2 - 3 - Плоскость я," содержит 
также ребро А а А и и из условий задачи следует, что 
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И^Пя* имеет форму четырехугольника. Ясно, что это — 
четырехугольник АоАіА'оА'і. 

Пусть 8, к ІІФк) /', 6е={ 1, 2, 3}) — грань многогран- 
ника ѴР, проходящая через вершины А о, А/, А к , а. 8) к — 
симметричная ей грань. Если числа / и к отличны от і 
и принадлежат множеству {1, 2, 3}, то плоскость я г 
пересекает грань 5 ;і . Так как я г П ^ — четырехугольник 

АоАіА'оА'і, Л 0 €=5;і, А'о&Зіь. и то Ана- 

логичным образом можно доказать, что 

Если числа і, }, к попарно не совпадают и принадлеч 
жат множеству {1,2,3}, то, как доказано выше, А іу А] & 
е З'ік , А{, А']<=5ік. Поскольку многогранник 41/ вы* 
пуклый, то можно утверждать (см. замечание, приведен- 
ное в начале решения), что А, Л) — ребро многогран- 
ника ЧР при і ф /. Каждый из четырехугольников 
АоАіА'іАк и А'оА'іАіА'к является гранью многогранника 
Ц7. Таким образом, у многогранника V/ имеется 6 четы- 
рехугольных граней. Эти грани попарно параллельны, 
так как многогранник \\/ обладает центром симметрии. 
Следовательно, многогранник \Ѵ — параллелепипед. 

Примечание. В приведенном выше рещр—щ мы не ис- 
пользовали предположение о том, что сечение многогранника \Ѵ 
плоскостью, проходящей через центр симметрии и ребро, имеет 
форму параллелограмма. Достаточно было бы предположить, 
что сечение имеет форму четырехугольника. 

142. Пусть Рі (і= 1,2, выбранные точки на 

прямой. А — объединение заданных отрезков общей дли- 
ной меньше 1 и /* — отрезок длиной п, середина кото- 
рого совпадает с точкой Рі. 

Множество А[\іі, очевидно, представляет собой объ- 
единение отрезков общей длиной меньше 1. Пусть ср і 
означает сдвиг на вектор РіР\ (і = 1, 2, . . . , п). По- 
скольку сдвиг не изменяет длину отрезков, то ср і(іі) =: 
= /[ и 

/= II ФіМП/і) 


объединение отрезков общей длиной меньше п, при- 
чем ІаІ\. По построению, длина отрезка І\ равна п. 
Следовательно, существует точка <2, принадлежащая 
множеству / 1 — I. 
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Докажем, что сдвиг ф на вектор Рі(? удовлетворяет 
условиям задачи. Так как Рі — середина от- 

резка / 1 и длина / 1 равна п, то Рі<2<-^-. Следова- 
тельно, для любого / = I, 2 , п образ точки при 
сдвиге ф принадлежит отрезку /,•: ф(Р,)е/,-. 

Если бы при некотором і образ ф(Р<) точки Рі при- 
надлежал объединению заданных отрезков А (ф(Р;)е 
еЛ), ТО, поскольку ф (Р;)е/і, мы могли бы утверж- 
дать. что ф (Рі) <= А П откуда 

Фг (ф (Р/)) е ф,- (Л П Л)<=/. ( 1 ) 

Преобразование ф,ф представляет собой сдвиг на 

вектор Рі<2 + Р7Рі Р&, поэтому Ф ,(ф(Р,)) = < 2 . Но 
тогда из ( 1 ) следует, что ^ 6 /, и мы приходим к про- 
тиворечию, так как С} е [ { \ I. 

Полученное противоречие доказывает, что ф(Р,)^Л 
при любом і — 1 , 2 , , п. 

143. I решение. Выберем натуральное число к так, 
чтобы выполнялось неравенство п ^ 2 к . Пусть и г — 
частное и остаток от деления числа 2 к т на п, то есть 
пусть 2 к т = дп + г, где 0 ^ г < п. Тогда 

I ' _ . : . і. | 

т _ 2 к т дп + г _4_ _і_ г 

п ~ 2 к п ~ 2 к п Ч к + 2*я ' 

Так как т/п < 1 , то < дп + г = 2 к т < 2 к п, откуда 

д <2 к . Следовательно, запись числа <7 в двоичной си- 
стеме имеет вид 

й = <7о + Яі ■' 2 + <7* • 2 г ... + <7 й_і • 2 й 

, где двоичные цифры < 7 , равны 0 или 1. Но тогда 

~2 к==<І0 ~2 к ~ ІГ<} ' 2 к ~ 1 + -Ь ••• (2) 

Числа г и к по определению удовлетворяют неравенству 
г<п^2 к . Таким образом, двоичная запись числа г 
имеет вид 

г — г о + П2 + г г2 2 -{- ... + г* м 2 й - 1 , 
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( 3 ) 


где цифры г/ равны 0 или 1, откуда 


Г 

2 к п 


= Г 0 


2 к п 


+ Гі І^Т 


+ 


+ Гк ~' 2 га 


Кроме того, поскольку г < п, то при / = О, 1, . , . , к — Г 
выполняется неравенство 

1 г р) ^ г 1 

Г/ 2 А-/ га < 2* ’ 

Таким образом, каждое отличное от нуля слагаемое 
в сумме (3) меньше любого отличного от нуля слагае- 
мого в сумме (2). Это означает, что суммы (2) и (3) 
содержат различные слагаемые. 

Итак, из соотношений (1), (2) и (3) мы получаем 
представление числа т/п в виде суммы неповторяю- 
щихся дробей вида 1 /і, где і — натуральное число. 

II решение. Докажем методом математической ин- 
дукции по т, что каждую дробь т/п, где (т,п)= 1, 
принадлежащую интервалу (0,1), можно представить 
в виде суммы величин, обратных неповторяющимся на- 
туральным числам. 

При т = 1 утверждение верно: 

п 2га ' Зга ' 6га 


Пусть т — натуральное число больше 1. Предполо- 
жим, что наше утверждение выполняется для натураль- 
ных чисел, которые меньше т. Докажем, что тогда оно 
верно и для т. 

Пусть ^ и г — частное и остаток от деления числа п 
на т, то есть пусть 

п = ^т + г, (4) 

где 0 ^ г < т. 

Поскольку 0 < < I , то т<п и ^>0. Если бы 

т = 0, то из соотношения (4) следовало бы, что п де- 
лится на т > 1. Это противоречило бы предположению 
о том, что тип — взаимно простые числа. Отсюда мы 
заключаем, что г > 0 и т — г < т. 


1 И даже просто 1/га = 1/га. — Прим. ред. 


9 Зак. 933 
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Запишем соотношение (4) в виде л = (а'4-’1)т- 
— (т — г). Тогда - - ' 

Ш. * (Ч + 1) т — п т — г ._. 

п 9+ * 1 «(<7+1) и (9+1)* 


Поскольку т г < т, то по предположению индукции 
число ~ п^+ I) представимо 1 в виде суммы величин, об- 
ратных попарно различным натуральным числам 


т — г _1_ і 

«(< 7 + 1 ) ~ и 


Поскольку п>т> 1, то из соотношения (6) полу- 
чаем, что при і'=1, 2, ..., к выполняется неравенство 
1 ^ Подставляя в соотношение (5) разложение 

т — г 

(о; для — ^ ^ , запишем дробь т/п в виде 


т 

/г 


< 7 + 1 


+ 4 + 


+ 1Г* 


Итак, мы получили разложение дроби т/п в сумму 
величин, обратных попарно различным натуральным 
числам. Тем самым в силу принципа математической 
индукции утверждение задачи доказано для любого на- 
турального т. 


144. Напомним, что площадь эллипса с полуосями а 
и Ъ равна лаЬ. 

Пусть ф — отображение плоскости на себя, задавае- 
мое выражением ц>(х, у) = (х, ку) , где к — фиксирован- 
ное положительное число. Такое преобразование назы- 
вается сжатием (при к С I) или растяжением 
(при к> 1). Более точно такое преобразование назы- 
вается сжатием к оси х с коэффициентом к или растя- 
жением от оси х с коэффициентом к. Ясно, что преоб- 
разованием, обратным сжатию к оси х с коэффициен- 
том к (растяжению от оси х с коэффициентом к), 
является растяжение от оси х с коэффициентом 1 /к 
(сжатие к оси х с коэффициентом \\к). 


Строго говоря, в предположение индукции входит еще несо- 
кратимость дроби. Но если (т — г)/п(д-\-1) = ті/пі, где (т и я,) = 

1, то т і < т — г< т, и, воспользовавшись предположением ин- 
дукции, получаем (6) . — Прим, ред. 
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Как известно, если ф — сжатие (растяжение) к оси х 
(от оси х) с коэффициентом к, а Р — некоторая фигура, 
то площадь образа фигуры ф(А) равна площади фи- 
гуры Р, умноженной на к. 

Лемма. Пусть Е — эллипс, заданный уравнением 

+ (і) 


а ф — сжатие (растяжение) к оси х (от оси х) с коэф- 
фициентом к — а/Ь. Тогда ф (Е) — окружность, заданная 
уравнением 

(х — с,) 2 + [у — у с 2 )~ = а 2 . (2) 


Доказательство. Пусть (х,у) — точка, принад- 
лежащая эллипсу Е, то есть точка, координаты которой 
удовлетворяют уравнению (1). Докажем, что тогда ко- 
ординаты точки ф (х, у) — (х, у у ) удовлетворяют 

уравнению (2). Подставляя координаты ^х, у у'} об- 
раза точки (х, у) в уравнение (2), получаем 


(х - с,) 2 + (у У ~ у 



( (х — Сі ) 2 

а 2 


+ 


(У — с 2 ) 2 

Ь 2 



Аналогичным образом можно доказать и обрат- 
ное утверждение: координаты любой точки, удовле- 
творяющие уравнению (2), имеют вид ф (х,у), где 
(х,у)<=Е. 

Из доказанной леммы следует, что если ф — сжатие 
к оси х с коэффициентом а/Ь, то образом любого эл- 
липса с осями симметрии, параллельными осям прямо- 
угольных' координат, и полуосями а и Ь будет окруж- 
ность радиуса а. 

После этих предварительных замечаний перейдем 
к решению задачи. Прежде всего докажем, что если 
многоугольник ѴР обладает центром симметрии и эл- 
липс Е, содержащий многоугольник ѴР, имеет наимень- 
шую площадь, то центр симметрии многоугольника сов- 
падает с центром симметрии эллипса. 

Предположим, что центр симметрии Р многоуголь- 
ника ѴР не совпадает с центром эллипса Е. Пусть ф — - 
преобразование симметрии относительно центра Р, Тогда 


9 * 
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ф (Я) — эллипс, содержащий многоугольник ф(Ш=и 7 
и отличный от эллипса Е. Соответственные оси симмет- 
рии эллипсов Е и ф(Я) параллельны, поскольку при 
преобразовании симметрии относительно точки образ 
любого отрезка параллелен исходному отрезку. Оси ко- 
ординат выберем так, чтобы они были параллельны 
осям эллипса Е (рис. 99). 



Рис. 99. 


Эллипсы Е и Мр(Е) конгруэнтны, поэтому из леммы 
следует, что существует такое сжатие (растяжение) ш 
к оси х (от оси х), что фигуры <р (Е) и Ф (ф(Я)) будут 

Ра п ВНЬ о раДиусов (рис- 100) с центрами 
в точках и 0 2 Эти окружности содержат фигуру 
(многоугольник) ф(Г). ѵ у 

Пусть О -середина отрезка 0,0 2> а Я, -одна из то- 
чек пересечения окружностей <р(Е) и Ф (ф(Я)). Ясно 
что круг <2 с центром в точке О и радиусом ОР, содер- 
жит пересечение кругов Ф (Я) и Ф (ф(Я)). Кроме того, 

с (У іЯ ь Следовательно, площадь круга О меньше 
площади круга ф(Я). 3 х 
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Пусть ф -1 — растяжение (сжатие), обратное сжатию 
'(растяжению) ф. По лемме фигура ф -1 (С?) представляет 
собой эллипс, площадь которого меньше площади эл- 
липса ф -1 (ф (Е)) = Е. Поскольку (3^эф(№), та 
ф- 1 (С)=Эф -1 (ф('^))= Итак, мы приходим к проти- 
воречию с предположением о том, что эллипс Е обла- 
дает наименьшей площадью среди всех эллипсов, со- 
держащих многоугольник V/. Следовательно, центр сим- 



метрии многоугольника № совпадает с центром симмет- 
рии любого эллипса наименьшей площади, содержа- 
щего многоугольник \Ѵ. 

Предположим, что некоторые два эллипса Е і и Е 2 
содержат многоугольник И? и обладают наименьшей 
площадью среди всех эллипсов, содержащих этот мно- 
гоугольник. По доказанному выше центр симметрии Р 
многоугольника совпадает с центром каждого из эллип- 
сов Е і и Е 2 . Любое сжатие (растяжение) к оси х (от 
оси х ) представляет собой аффинное преобразование 
а любое аффинное преобразование переводит эллипс 
в эллипс. Таким образом, доказанная выше лемма по- 
зволяет считать (после того, как выполнено соответ- 
ствующее сжатие или растяжение), что один из двух 
эллипсов, например эллипс Е і, вырождается в окруж- 
ность. Систему координат можно выбрать так, чтобы 
точка Р совпала с началом координат, а оси симметрии 
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эллипса Е 2 с осями координат. Тогда уравнения эл- 

липсов Е\ и Е 2 примут следующий вид: 

(• Е \ ) х 2 + У 2 = г 2 , 

( Е г) + -|г = 1, где а ф Ь. 

Поскольку площади эллипсов Е\ и Е 2 равны, то 
а ° — г . Следовательно, точка (х, у) принадлежит мно- 
жеству Ь\ Г) .с 2 в том и только в том случае, если 


х 2 + у 2 ^аЬ, 

X 2 /У 2 

1Г + -&-<!■ 


( 2 ) 


Складывая отдельно левые и правые части этих не- 
равенств, получаем 


О +І) * 2 +( 1 +-^)у 2 <аЬ+\, 


или после несложных преобразований 

х 2 , г /2 ^ 

Д г (аЬ + 1 ) '' Ь 2 (аЬ + 1) ^ 1 • ( 3 ) 

а 2 + 1 6 2 + 1 


Таким образом, множество Е\[]Е 2 содержится в эл- 
липсе (3). Поскольку (а 2 +1 ) (Ь 2 + \) — (аЬ 4- П 2 — 

== Гм + / й2 + ?: 2 + 1 )-(а^ + 2а 6 + + 1) ) = ( (вЧь»- 

2а6) = (а — &) 2 > 0 при афЬ, то 


(а 2 + 1)(6 2 + 1)> (а6+ I) 2 . 

Это означает, что квадрат площади 5 эллипсг 
в силу неравенства (4) удовлетворяет неравенству 

а 2 Ъ 2 (аЪ+ 1)2. . „ 

6 - Я Т ^+1)(6 2 +1) < л а Ь - 


(4) 

(3) 


Так как квадрат площади эллипса Е 2 равен л 2 а 2 Ь 2 , то 
это неравенство означает, что площадь эллипса (3) 
меньше площади эллипса Е 2 . Полученное противоречие 
доказывает, что существует не более чем один эллипс 
наименьшей площади, содержащий многоугольник №. 


145. Прежде всего докажем следующую лемму, 
е м м а. Если прямые АВ и РС } пересекаются под 
прямым углом в точке Р, то число точек лича РО из 
которых отрезок АВ виден под углом а, равно 0, 1 или 2. 
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Доказательство. Как известно, множество то- 
чек, лежащих в полуплоскости, ограниченной прямой АВ 
и содержащей точку С}, из которых отрезок АВ виден 
под углом а, представляет собой дугу некоторой окруж- 
ности. Эта дуга имеет с лучом 0, 1 или 2 общие точки 
в зависимости от того, как отрезок АВ расположен от- 
носительно точки Р, и от величины угла а (рис. 101). 





Следствие. Если прямая АВ перпендикулярна 
плоскости я, то множество точек плоскости я, из кото- 
рых отрезок АВ виден под углом а (0<.а<Сп), либо 
пусто, либо представляет собой окружность или две кон- 
центрические окружности. 

Доказательство. Пусть Р — точка пересечения 
прямой АВ с плоскостью я, а С ? — любая точка плоско- 
сти я, отличная от Р, По доказанной выше лемме 
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луч Р<2 содержит не более двух точек, из которых от- 
резок АВ виден под углом ос. При повороте вокруг пря- 
мой АВ эти точки описывают не более двух концентри- 
ческих окружностей К\ и К 2 , из каждой точки которых 
отрезок АВ виден под углом а. По лемме из каждой 
точки плоскости я, не лежащей на окружностях К\ и К 2 , 
отрезок АВ виден под углом, отличным от а. 

Переходим к решению задачи. Пусть я — пло- 
скость, перпендикулярная ребру АВ и содержащая 
ребро с вершиной О, а Р — точка пересечения пря- 
мой АВ с плоскостью я. По условиям задачи отрезок АВ 
виден из точек С и В под одним и тем же углом. Поль- 
зуясь следствием из леммы, мы заключаем, что либо 

1) точки С и О лежат на одной окружности с цент- 
ром в точке Р, либо 

2) точки С и И лежат на разных окружностях 
с центром в точке Р. 

В первом случае прямая, проходящая через середину 
отрезка СИ перпендикулярно ему, содержит точку Р 
и поэтому плоскость, заданная ребром АВ и серединой 
ребра СО, перпендикулярна ребру СО. 

Во втором случае перпендикуляр, восставленный из 
середины отрезка СП, не содержит точку Р. В против- 
ном случае точка Р была бы равноудалена от вершин 
С и П тетраэдра и эти вершины лежали бы на одной 
окружности с центром в точке Р, что не верно. Следо- 
вательно, плоскость, заданная ребром АВ и серединой 
ребра СД не содержит прямой, проходящей через сере- 
дину отрезка СП перпендикулярно ему, и поэтому не 
перпендикулярна ребру СП. 

Таким образом, утверждение задачи во втором слу- 
чае не выполняется. Первый случай встречается, в част- 
ности, тогда, когда точка Р принадлежит отрезку АВ, 
например, когда угол АСВ тупой. 

146. Пусть А п — событие, состоящее в том, что лосось 
за п попыток не смог преодолеть первый водопад, а В п — • 
событие, состоящее в том, что лосось за п попыток не 
смог преодолеть оба водопада. Поскольку вероятность 
того, что лосось за одну попытку не преодолеет первый 
водопад, равна 1 — р, а попытки независимы, то 

Р (Ап) = (1 - р)\ (1) 
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Событие В п состоит в том, что лосось либо не пре- 
одолевает за п попыток первый водопад, либо на к-й 
попытке (І^йг^Г/г) преодолевает первый водопад, 
а за остальные п — к попыток не может преодолеть вто- 
рой водопад, поэтому 

р (В п ) = (1 - р) п + і (1 - Р) к ~ { р( 1 - ^) п -\ (2) 

к -= 1 

Если р = < 7 , то правая часть соотношения (2) пре- 
образуется к виду 

р(в п )=(і-р) п +і:(\-р) п - і р= 

й-1 

= (1 -р)* + пр{\-р) я -\ (3) 

Если же ^ = 1, то ’9 

р (В п ) = (1 - р) п + (1 - р ) п ~ 1 р = (1 - р) п ~\ (4) 


поскольку в этом случае лосось преодолевает второй во- 
допад с первой попытки. Таким образом, событие В п не 
происходит, если лосось не может преодолеть первый 
водопад за п попыток или преодолевает его лишь 
с п - й попытки. 

Впрочем, если принять, что 0° = 1, то соотношение 
(4) будет следовать из соотношения (2). 

Если р Ф р и <7 < 1, то формула суммы членов гео- 
метрической прогрессии позволяет следующим образом 
преобразовать правую часть выражения (2): 


Р(В п ) = (1-р) п + р(1-д) 
= (1-рГ+(1-<7)" 


н 

' 1 -/Л 

) 

п 

1 - 

(1-р' 

и -?> 

) ~ 




= (і — р) п + узу [(і — я) п — (і — р) п ] = 

_ рП —д) п — д(\ — р) п 


до есть в рассматриваемом случае 


Р(В п ) = 


р (1 — д) п — д (1 — р) п 

Р~Ч 


( 5 ) 
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Бели событие А п не происходит, то тем более не 
происходит и событие В„. Следовательно, А п Л В п = А п . 
По формуле условной вероятности получаем 


Р (Л„ | В п ) = 


Р (А п П В п ) р (А п ) 

р ( В п ) “ р (В п ) • 


(6) 


При п= 1 из условий задачи следует, что р(Л„) = 
= 1 —Р и р{Вп)=\. Подставляя значения р{А п ) 
и р(В п ) в формулу для условной вероятности (6), нахо- 
дим, что р(А п \В п )—\ — р. В дальнейшем будем пред- 
полагать, что п ^ 2. 

Заметим, что если р ф то р(В п )ф 0. Действи- 
тельно, если бы выполнялось равенство р(В п ) = 0, то 
из соотношения (5) мы получили бы, что р( 1 — д) п — 
'= < 7(1 — р) п , откуда 



Но если, например р < р, то 1 — р > 1 — р и равен- 
ство .(7) не может выполняться. Аналогичным образом 
доказывается, что равенство (7) не может выполняться 
и при р > р. 

Если р = р и р(В п )= 0, то из соотношения (3) сле- 
дует, что р= 1. Следовательно, в том (и только в том) 
фіучае, если р = р = 1 , условная вероятность р(А п \В п ) 
не существует. Вычислим ее в остальных случаях. 

При р = р< 1 из соотношений (1), (3) и (6) полу- 
чаем 


Р(А п \В п ): 


1 — р 1 — р 


1 — р + пр \+(п — \)р’ 


( 8 ) 


а при р < р= 1 находим р(А п \В п ) из соотношений (1), 
(4) и (6) 

Р (Ап I В п ) = 1 — р. (9) 

При р ф ^ < 1 соотношения (1), (5) и (6) приводят 
к следующему выражению для условной вероятности: 


(1 — р) а (р — 


Р (1 — <?)" — 9 (1 — р) п 



(10) 
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Примечание. Выясним, как ведет себя в каждом из рас- 
смотренных случаев предельное значение условной вероятности 
д = Ііш р (А п | В п ). При р = < 7 < 1 из соотношения (8) полу- 

П->оо 

чаем, что § = 0. При. р < ц = 1 из соотношения (9) следует, 
что д = 1 — р = 1 — Если р < <7 < 1, то 

1 — р>1 — а и 1і*п ^ = ос. 

П-+ со 4 1— <7 У 


Это означает, что для условной вероятности (10) д = — — = 

= 1 — — .. Если же р < р^І, то 1 — р < 1 — д и Ііт ( — ) =0, 

Я П~>оо \ 1 Я / 

поэтому для условной вероятности (10) ^ = 0. 

Итак, во всех случаях § = тах (о, 1 — 

147. I р е ш е н и е. Предположим, что многочлен 
Р (х) = а 0 + а х х + ... + а п х ѣ , 


где а п ф 0, имеет целочисленкт>те коэффициенты, кото- 
рые по абсолютно# величине меньше г, и делится па 
трехчлен {(х) — х 2 — гх — 1 . Тогда 



р = І -к, 

(1) 

где многочлен к(х) = Ь 0 + Ъ\Х +' . , . + Ь п - 2 Х п ~ 2 , как сле- 
дует из алгоритма деления многочленов, имеет целочис- 
ленные коэффициенты. Сравнивая коэффициенты мно- 
гочленов в правой и левой частях равенства (1), полу- 
чаем 


а 0 = — Ь 0 , 

(2.0) 


о, = — Ь х — гЬ а , 

(2.1) 


а 2 = — Ъ 2 — гЪ\ + Ь 0 

(2.2) 

а к = 

— Ъ к — гЬ к -\ + Ь к _ 2 (к = 2, 3, .... п — 2) 

(2.6) 


а п-2 

а п -\ 

а п 
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= — Ь п _ 2 — гЬ п _ з + Ь п _ 4| (2.71 — 2) 

= — гЬ п _ 2 + Ь п _ 3 , (2.«—1) 

= Ъ п _ 2 . (2.77) 


I 


Из последнего равенства следует, что Ь п _ 9 ^= 0 . Из 
равенства ( 2 . га— 1 ) мы заключаем, что Ъ п _ 3 Ф 0 и знаки 
коэффициентов Ъ п _ 2 , Ъ п _ 3 совпадают (в противном случае 
выполнялось бы неравенство | а п ._ \ I = | — гЬ п _ 2 + Ъ п _ 3 1 = 
— I г Ь п -2 1 + I ^п-з 1 т | Ь п _ 2 1 г, противоречащее пред- 
положению о том, что | а п _\ | < г). Аналогичным образом 
из равенства ( 2 . га — 2 ) получаем, что Ъ п _ 4 Ф 0 и знаки 
коэффициентов Ъ п _ 3 , Ь п _ 4 совпадают (в противном случае 
абсолютная величина коэффициента а п _ 2 удовлетво- 
ряла бы неравенству |а„_ 2 |=»| — Ь п _ 2 — гЬ п _ 3 + Ь п _ 4 \ = 

I — Ь п _ 2 1 + | — гЪ п _ з | -)- I 4 1 ^ г | Ь п _ з | г, противо- 

речащему предположению о том, что |«„_2І<>). 

Вообще, если при некотором к<={ 2 , 3 , . . ., га — 2 } 
знаки коэффициентов Ь к , Ь к _ х совпадают, то Ъ к _ 2 Ф 0 и 
знаки коэффициентов Ь к _\, Ь к также совпадают [по- 
скольку в противном случае из равенства (2 .к) можно 
было бы вывести неравенство | а* | = | — & & | + I | + 

. Н - I &к-2 І=^г, противоречащее исходному предположению 
об абсолютной величине коэффициентов многочле- 
на р(х)\. 

С помощью индукции убеждаемся в том, что числа 
к п ~2> к п _ 3 , . .., Ь\, Ь 0 отличны от нуля и имеют одина- 
ковые знаки. Но тогда из равенства ( 2 . 1 ) получаем 
I а і I = I гЬ 0 1 = | Ь\ | -)- | гЪ 3 1 ^ г вопреки условию. 

Полученное противоречие доказывает, что много- 
члена р(х) с целочисленными коэффициентами \а к \<г 
не существует. 

II решение. Докажем сначала следующую лемму. 

Лемма. Если а — корень многочлена 

І(х) = а 0 + а 1 х+ ... + а п _,х п - 1 + а п х п , 

где а п ф 0, то | а | ^ 1 + тах I — . 

0 <г<га -1 I а п 


Доказательство. Пусть М= щах — . Если 

, . I а п I 

I, ТО утверждение леммы верно. Рассмотрим слу- 
чай, когда | а | > 1 . Поскольку а — корень многочлена 
І(х), то 


а 0 + аіа+ ... + а п _ х а п ~ { = — а п а п . 
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откуда 


\ 


^ + ^а+ ... 

а п 


1 


а п а п 

^ М ( 1 + I о | + ... + | а | п *) : 

а Г 




, . | а \ п — 1 , . 

= М Ѵ ~7 г- < м 


I в I — 1 


Итак, [а|— 1 < М, или \а\<.М-\- 1. 

Переходим теперь к решению задачи. Один из 
корней квадратного трехчлена х 2 — гх — 1 равен*]— 

— ~2 (г + л! г 2 + 4). Поскольку -\І г 2 -\- \ > -\! г 2 — г , то 

*і > г. (1) 

Если бы многочлен 

р(х) = р 0 + ріх+ ... +р п х п , 


где р п Ф 0, делился на х 2 — гх — 1, то число *і было бы 
корнем многочлена р(х). По доказанной выше лемме 
корень *і удовлетворял бы неравенству 


Х\ 


. тах 


Рі_ 

Рп 


+ 1. 


( 2 ) 


Поскольку | рп | ^ 1 и | рі 1 5^ г — 1 при і = 0, 1, 2, ... 
4 . . , п — 1 , ТО 

' Рі 


тах 


Рп 


^ тах \рі | — 1. 

0 < 2<«-1 


Сравнивая это неравенство с неравенством (2), мы ви- 
дим, что х\ ^ г, хотя выше было доказано неравенство 
(1): *і > г. 

Полученное противоречие доказывает, что квадрат- 
ный трехчлен х 2 — гх — 1 не является делителем отлич- 
ного от тождественного нуля многочлена с целочислен- 
ными коэффициентами, абсолютная величина которых 
меньше г. 

0 

Примечание 1. В приведенном выше решении по суще- 
ству осталось неиспользованным предположение о том, что мно- 
гочлен р(х) имеет целочисленные коэффициенты. Достаточно 
было бы предположить, что |р„| ^ 1 , — 1 при і = 0, 1 , 

2, . . . , п — 1 . 

Примечание 2. Пусть //(/) — наибольшая из абсолютных 
величин коэффициентов многочлена /. Для многочленов с 
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целочисленными коэффициентами в общем случае неверно утвер-: 
ждение о том, что если многочлен § делится на /, то Н ([) ^ Н(&) , 
Например, (1 _ * + а: 2 ) . (1 + 2х + *») = 1 + х + х* + л\ 

148 . Докажем сначала следующую лемму. 

Лемма. Если 8>0н вещественные числа $ 2 , 

. . . , 8 п удовлетворяют условиям 

І^іКе, |5, + , — 5 г |<е (і= 1, 2, п— 1), (1) 

то существует такое натуральное число к^.п, что 

| 5 *— 2-5„|<-е. ( 2 ) 


Доказательство. Если е = 0, то из неравенств 
( ) получаем, что $і = е 2 = ... = з„ = О, и утвержде- 
ние леммы выполнено. Предположим, что е > 0. 

Пусть а наименьшее, а Ь — наибольшее из чисел 
5і, 5 2 , ..., 8 п . Тогда числа 5і, 5 2 , ..., 5„ делят отрезок 
іа, о] на меньшие отрезки, длина которых не превы- 
шает е. Любое число из отрезка [а, Ь] отстоит от одного 

из чисел 5 х , 5г, 8 п не более, чем на -і- е. В частности, 
1 г 
если -уЗп^Іа, Ъ], то условие (2) выполнено. Предпо- 
ложим, что і-5„<^[а, Ь]. 

Из определения чисел а и Ъ следует, что з п ^\а,Ъ]. 
Если 0е[а,6], тоу5„е[а, Ъ\, что противоречит при- 


нятому нами предположению. 

Итак, пусть 0 ф.[а,Ь]. Тогда знаки всех чисел 5 і, 
52, ..., 8 п совпадают. Поскольку, изменив знаки всех 
чисел 5і, 5г, ..., 8 п , мы не нарушим условий (1) (2) то 

Тогда° СЧИТаТЬ ’ ЧТ0 Числа 8і > ^ я» положительны. 


0 < а < 5„ < Ь, ( 3 ) 

0 < а < 5] < е. ( 4 ) 

Так как -^8 п ф[а,Ъ], то из неравенства (3) сле- 
дует, что 0 < ту а < < а. Неравенство (4) позво- 

ляет преобразовать полученное неравенство к виду 
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а 2 8п 


< ■— а ^ ■— е. Поскольку а — одно из чисел 


«і, « 2 , .... 8„, то условие (2) выполнено. 

Утверждение задачи непосредственно следует из до- 
казанной леммы: достаточно положить 

е = шах \йі\, 5«- = аі + а 2 + ••• + а г (і= 1, 2, . . п). 

1<«п 

Тогда |5і| = |аі|^е и |5,-+і — 5г| = |а/+і|^е при 
і = 1, 2, п — 1. Тем самым условия леммы выпол* 
йены. Из леммы следует, что при некотором натураль- 
ном к ^ п выполняется неравенство 1 2а* *— з п | ^ в или 


Цсц — X а, 

І = 1 ( = й+1 


тах | 
кг<« 


149. Докажем сначала 2 леммы. 

Лемма 1 . Для заданного натурального числа п су- 
ществует не более двух таких натуральных чисел 

к^.п — 3, что биномиальные коэффициенты ( ^ > 

(б + і)’ (й + 2 ) являются последовательными члена- 
ми арифметической прогрессии. 

Доказательство. Если числа (2)» (й + і)’ 

( ь + 2 ) — последовательные члены арифметической про* 
грессии, то 

,, . (к + 2)\(п-к)1 

Умножая обе части этого равенства на , 

получаем 

(к + 2) (к + 1 ) + (п - к) {п - к - 1 ) ■= 2 (к + 2) (п - к). 

Это соотношение представляет собой квадратное 
уравнение относительно к. Следовательно, оно имеет не 
более двух корйГей. 

Лемм О-' Для заданного натурального числа п су- 
ществует не более чем одно такое натуральное число 
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Доказательство. Умножая обе части равенства 
(к + 1)1 (п — к) 1 
я! 


ом*;.) 


на 


получаем Д- 1 


— л — Это соотношение представляет собой уравне- 
ние первой степени относительно к. Следовательно, 
в множестве натуральных чисел меньше л оно может 
иметь не более одного решения. 

Переходим к решению задачи. Для упрощения 
записи введем обозначения. Пусть 0 ^=^" ) при /— 1, 
2 л. Предположим, что числа 


а п а г+\> а г+ 2 > а г + 3 


(О 


•— последовательные члены 
Так как (2)“(Д*). 


арифметической прогрессии, 
или а* = а п -к, то числа 


сіп-г- з, йп-г-2, 0-п—г—х , О/г-г — также последовательные 
члены арифметической прогрессии. 

Таким образом, мы получаем отрезки арифметиче- 
ской прогрессии, каждый из которых содержит по 
3 члена: 


О-гу ®г+ 1> ®г+2> 


®г+1і ®т+2> ®г + Зі 

а п-г- З 1 О-п-г- 2> О-п-г- 1> 


О-п-г- 2 ’ ®п—г‘ 


Из леммы 1 следует, что множество {г, гД-П,л — * 
* г 3 , л — г — 2} содержит не более двух различных 
чисел. Так как г, г+1 и п — г — 3, л — г — 2 — после- 
довательные натуральные числа, то г = п — г — 3 и 
г+1 = п — г — 2. Следовательно, а г +\ = а п -г- 2 — а г+2 , 
или все члены арифметической прогрессии (1) равны. 
Но из леммы 2 следует, что это невозможно. 

Полученное противоречие доказывает, что бино- 
миальные коэффициенты (1) не образуют отрезка ариф- 
метической прогрессии. 

Примечание. Можно доказать, что если при некоторых 
натуральных числах я и г, где г ^ я — 2, биномиальные коэф- 
фициенты ( г )> 2 ) являются последова- 

тельными членами арифметической прогрессии, то существует 
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такое натуральное число т 35 3, для которого выполняются со- 
отношения 


п = т 2 — 2, 



или г 


т* + т 
2 


(*) 


Наоборот, если числа п и г заданы соотношениями (*), то 
биномиальные коэффициенты (“)• и,). (, + 2) ЯВ ‘ 

ляются последовательными членами арифметической прогрессии. 
Например, полагая т = 3, получаем отрезок арифметиче- 


ской прогрессии ( ^ ( 2 ) ’ (з)' 


150. I решение. Докажем сначала лемму. 

Лемма. Если плоская фигура Р разделена на ча- 
сти г прямыми, то эти части можно раскрасить в 2 цвета 
так, что любые две из них, имеющие общий отрезок, 
будут окрашены в различные цвета. 

Доказательство. Воспользуемся методом мате- 
матической индукции по г. При л= 1 утверждение 
леммы очевидно, поскольку прямая делит плоскость на 
две полуплоскости. Части фигуры Р, принадлежащие 
одной полуплоскости, закрасим одним цветом, части, 
принадлежащие другой полуплоскости, — другим. 

Пусть г — некоторое натуральное число. Предполо- 
жим, что при г прямых части фигуры Р можно раскра- 
сить в два цвета так, чтобы удовлетворить условиям 
леммы. Докажем, что тогда утверждение леммы будет 
выполняться и при (г+ 1) прямых, делящих фигуру Р 
на части. Проведя (г+1)-ю прямую, мы разделим 
плоскость на 2 полуплоскости. Части фигуры Р, принад- 
лежащие одной полуплоскости, оставим раскрашенными 
в те цвета, в которые они были раскрашены до того, как 
мы провели (г-)- 1)-ю прямую, а части, принадлежащие 
другой полуплоскости, перекрасим заново (изменим 
цвет каждой части на другой). Условия леммы при этом, 
очевидно, будут выполнены. 

Переходим к решению задачи. Поскольку данный 
^-угольник разделен некоторым числом прямых (диаго- 
налей), то полученные при таком разбиении части (тре- 
угольники) по доказанной лемме можно раскрасить 
ц два цвета так, чтобы треугольники, имеющие общую 
сторону, отличались по цвету. 


273 


Поскольку по условиям задачи число диагоналей, 
выходящих из каждой вершины А заданного «-уголь- 
ника, четно, то число треугольников, одна из вершин 
которых совпадает с точкой А, нечетно. Смежные тре- 
угольники раскрашены в различные цвета и поэтому 
первый и последний треугольники окрашены в один 
и тот же цвет. Отсюда следует, что треугольники, одной 
из сторон которых служит сторона заданного «-уголь- 
ника, всегда окрашены в один и тот же цвет. 

Сумма числа сторон «-угольника и числа всех про- 
веденных диагоналей равна числу сторон треугольни- 
ков, окрашенных в этот же цвет, и, следовательно, де- 
лится на 3. В то же время число проведенных диагона- 
лей равно числу сторон треугольников, окрашенных 
в другой цвет, поэтому число диагоналей также делится 
на 3. Отсюда мы заключаем, что и число сторон «-уголь- 
ника, равное разности двух чисел, кратных 3, де- 
лится на 3. 

Примечание. Если в условиях задачи треугольники за- 
менить /г-угольниками (к > 3), то, произведя аналогичную за- 
мену в приведенном выше решении, мы получим, что число п 
делится на к. 

II решение. Докажем сначала лемму. 

Лемма. Если в п-угольнике Аі А 2 ... А п прове- 
дено некоторое число диагоналей, причем из каждой 
вершины Аі, А 2 , ..., А п - 1 выходит четное число диагона- 
лей, то из вершины А п также выходит четное число 
диагоналей. 

Доказательство. Пусть из вершины Л,- выхо- 
дит кі диагоналей, где і = 1, 2, .... «. По условиям 
леммы числа кі, к 2 , . .. , к п - 1 четные. Поскольку каждая 
диагональ проходит через две вершины, то число к\ 

.+ к 2 + ... А- к п четно. Следовательно, последнее сла- 
гаемое этой суммы, то есть число к п , также четно. 

Переходим к решению задачи. Воспользуемся ме< 
тодом математической индукции по « ^ 3. 

При « = 3 утверждение задачи верно. Предполо- 
жим, что « — натуральное число больше 3 и утвержде- 
ние задачи выполняется для всех натуральных чисел г, 
удовлетворяющих неравенству 3 ^ г < «. Тогда, еслй 
некоторое множество диагоналей г-угольника делит ега 
на треугольники и удовлетворяет условиям задачи 1 и 2, 
то г делится на 3. 
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Пусть Р — множество диагоналей п-угольника, кото- 
рые делят его на треугольники и удовлетворяют усло- 
виям задачи (1) и (2). Пусть из некоторой вершины А 
заданного и-угольника выходят по крайней мере 2 диа- 
гонали, принадлежащие множеству Р. Выберем две диа- 
гонали АВ и АС, проходящие через вершину А и при- 
надлежащие множеству Р так, чтобы внутри угла А\АВ 
содержалось четное число диагоналей, выходящих из 
вершины А и принадлежащих множеству Р, а внутри 
угла ВАС не оказалось ни одной диагонали, выходящей 



из вершины А и принадлежащей множеству Р (рис. 102). 
Тогда диагональ ВС принадлежит множеству Р. 

Рассмотрим многоугольник АА\...В. Из каждой его 
вершины, за исключением, быть может, В, выходит чет- 
ное число диагоналей, принадлежащих множеству Р. По 
доказанной лемме из вершины В также выходит четное 
число диагоналей, принадлежащих множеству Р. 

Аналогичные утверждения применимы и к много- 
угольникам ВВ\...С и СС\...А. Поскольку у каждого 
из многоугольников АА \ ...В, ВВ { ...С и ССі...А число 
сторон меньше п, то по предположению индукции число 
сторон каждого из них делится на 3. Сумма числа сто- 
рон всех трех многоугольников равна п -)- 3, поскольку 
помимо сторон заданного многоугольника в нее входят 
еще отрезки АВ, ВС, СА. Следовательно, число п де- 
лится на 3, что и требовалось доказать. 

151. Пусть 5/ = а\ + а 2 + ... + а/, где / = 1, 2, . . . 
..., п. По условию задачи сумма любого числа рп пер- 
вых членов последовательности { а к } равна нулю, по- 
этому 5 /+ „ — 5/ при ] = 1, 2, ... Это означает, что 
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число различных членов последовательности {$„} ко- 
нечно. Пусть 8щ — наименьшее из чисел 5 Ь $ 2 , ... . До- 
кажем, что число N, о котором говорится в задаче, до- 
статочно выбрать равным /п^І. Действительно, при 
любом к ^ О 

т+\+к т+1+к т 

і-5+, йі = г?, а ‘ ~ ;§ йі ^ 5 "*+1+а ~ 5 т >'°- 

152. На поверхности правильного тетраэдра с длиной 
ребер 1 конечное множество отрезков прямых можно 
выбрать так, что любые две вершины будут соединены 
ломаной, составленной из принадлежащих множеству 
отрезков, причем общая длина всех отрезков будет 
меньше 1 + ѴЗ- 

Рассмотрим ромб АВБС, возникающий при развертке 
на плоскость двух граней заданного тетраэдра (рис. 103), 



Тогда АВ = 1 и /ВАС = 60°. Пусть Р — середина от- 
резка ВС, а <2 — точка треугольника АВР, из которой 
стороны АР и ВР видны под углом 120°. Угол ЛСД? 
также равен 120°^ Пусть х = А<Э, у = ВС}, г = РС , ). По- 
скольку АР = ~~, ВР = и /АРВ — 90°, то прирав- 
няв площадь треугольника АВР сумме площадей тре- 
угольников Л<2Д В<ЭР и РС}А, получим = 

= ^ (ху + уг + гх) зіп 120°, или 

*У+ г/г + 2* = у. (1) 

Так как соз120°== — то по теореме косинусов 
для треугольников ЛСД?, ВС}Р и АС)Р выполняются со- 
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отношения 


х 2 + У 2 + ху=1, 

(2) 

у 2 + г 2 + У г = , 

(3) 

г 2 + х 2 + 2 Х = -^. 

(4) 


Складывая отдельно левые и правые части соотно- 
шения (2), (3) и (4) и соотношения (1), обе части кото- 
рого умножены на 3, получаем 

2(х + у + г) 2 = |-, 

откуда 

і і Ѵт" 
х + у + 2 = -^-. 

Если точка С }' симметрична точке С} относительно 
точки Р, то множество отрезков АО, ВС}, С}Р, Р(}', СС}', 
ОС}' обладает тем свойством, о котором говорится в ус- 
ловиях задачи, и сумма длин этих отрезков равна 
л/7, а это число меньше 1 + Уз. 


153. Для любого хе [0,1] справедливо тождество 
( V 1 + я + У 1 — х — 2) (V 1 + х + У 1 — * + 2)Х 

х(уг^+ = 

Функция Н(х) =у(Уі + х + У 1 — * + 2) (У 1 — х 2 + і) 

на отрезке [0, 1] удовлетворяет неравенству 0 < /г(х)^4, 
так как 


0<Уі + х+Уі — х + 2^ д/ 1 + х + — + 

+ Уі-*+т + 2 =(> +?) + (‘ -т)+ 2 “ 4 

и 

0<Уі -х 2 < 1. 


Следовательно, для хе [0,1] 
У 1 -Ь У 1 — х — 2 


выполняется неравенство 


л. ^ л. 

~Цх)^ г- 
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Если бы при некотором числе а, удовлетворяющем 
неравенству 0 < а < 2, и числе р > О выполнялось бы 
аналогичное неравенство 

Уі+* + Уі — х — 2< — ■— (при х^ [0, 1] ), (1) 

или 


то 

(при хе [0, 1]).' 

Переходя в обеих частях неравенства к пределу при 
х -* 0, получаем 0 > , но к (0) = 4. 

Полученное противоречие доказывает, что а = 2— - 
наименьшее число, удовлетворяющее условию (1). 

Наименьшее число р, для которого справедливо не- 
равенство 

У 1 +х + л/Г~х - 2 < - -у (при дге [0, 1] ), (2) 

или 

X 2 ^ X 2 

А (*) ^ Р ’ 

равно наименьшему числу р, удовлетворяющему нера- 
венству /г(дг)^р (при х<= [0, 1] ). Таким образом, 

Р= тах к(х). 

0<*<1 

Вычислим этот максимум. Из неравенства 2 аЬ ^ 
^ а 2 4- Ъ 2 следует, что для любых вещественных неот- 
рицательных чисел и, ѵ справедливо неравенство 

Уы + у о < у 2 (и + І>). (3) 

Действительно, (л/й + л/ѵ) г = « + ѵ 4- 2 л/йл/ѵ < 
< и + ѵ + (■ л/ и ) 2 + (У ѵ У = 2 (и + а). 

Подставляя в неравенство (3) и = Г-{- х, ѵ= 1 — х, 
получаем 

У 1 + лг -1- У 1 — х^2, 
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в силу чего 

й(^)=І(ѴГ+^ + ѴГ^+2)(ѴГ=^+і)< 

<2(ѴТ^?+ і)<4 

при хе [О, I] 1 . С другой стороны, как показывают вы- 
числения, Н( 0) = 4. Следовательно, наибольшее значе- 
ние, принимаемое функцией к(х) на отрезке [0,1], 
равно 4, поэтому и наименьшее положительное число р, 
удовлетворяющее условию (2), также равно 4. 

154 . Выполняя соответствующие перестановки цифр 
данного натурального числа, можно считать, что его 
четырьмя последними цифрами служат 1, 3, 7 и 9. Сле- 
довательно, натуральное число п, о котором говорится 
в условиях задачи, представимо в виде суммы числа 
1379 и некоторого целого неотрицательного числа а, 
оканчивающегося четырьмя нулями. Докажем, что, вы- 
полнив соответствующую перестановку последних четы- 
рех цифр числа п, мы получим число п', делящееся на 7« 

При делении на 7 числа 

1379, 1793, 3719, 1739, 1397, 1937, 1973 (1) 

дают остатки, равные 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Следовательно, 
если число а при делении на 7 дает остаток г, то при- 
бавляя к числу а то из чисел (1), которое при делении 
на 7 дает остаток 7 — г, мы получим число п\ деля- 
щееся на 7 и получающееся при перестановке цифр 
числа п. 

155 . Пусть окружность К с центром в точке О и ра- 
диусом г касается в точках Р и <2 сторон угла а с вер- 
шиной в точке А и В 0 — точка пересечения прямой АР 
и прямой т, параллельной АС 2 и отличной от АС 2 каса- 
тельной к окружности К. Если точка В принадлежит 
лучу I прямой АР с началом в точке В 0 , не проходя- 
щему через вершину А угла (рис. 104), то проведя из 
точки В касательную к окружности К, мы получим 
треугольник АВС, в который вписана окружность /(. 


1 Это неравенство уже было установлено выше, в начале реше- 
ния. — Прим. ред. 
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Заметим, что /.ВАС = а. Угол АВС, равный |3, в тре- 
угольнике АВС может принимать любые значения между 
О и п — а. 



Пусть В — радиус описанной окружности треуголь- 
ника АВС. По теореме синусов для треугольника АВС 
справедливо соотношение 


ВС 
зіп а 


= 2 /?. 


Кроме того, 


ВС — ВЗ + 5С = г сі{? + г сі§[ = 


соз- 


= г\ 




со $тг 


= Г 


• Р “Ь V 

5ш -У 

5ІП '2 8ІП 2 " 


а 

с°з т 


2г соз 

а 

2 


- Г соз Р _ Ѵ соз 

Р н- V Л 

„„„ Р — V 


а 

2 і 2 

2 ) 

с °з 2 " 

- 8ІП 

~2 


Поскольку С 05 X ^ 1 при любом х, то из выписанных 
соотношений получаем 


2К 


вс 


г о, а а . а ( 
2гът—соь— віп — (с 


■~ 5Іп т) 




• а (л 

а Л 

8Ш 2" ѵ 

" Ш Т 
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Так как у = л — а — р, то-^- = /(р), где 


Ш = 




Наоборот, докажем, что любое число, большее или 
равное 

1 


а = - 


. а /, . а \ ’ 

ІШ -2 І 1 - 81 "!- ) 


совпадает со значением функции /(Р) при некотором 
Ре(0,я-о). Это будет означать, что для любого числа 
а > а существует такой угол ре (0, я — а), а следо- 
вательно, и треугольник АВС, при котором выполняется 
соотношение 2 Щг = а'. 

Действительно, 


г ( 1 
' \ 2 ) . а / . а \ ~Г а ’ 

МП ^С08 0 — 81П — ) 

ІІШ соз (р + = соз (| - |) = зіп Д . 

Следовательно, 

Пт / (Р) = оо. 
з->о 

Р>о 

_ Функция /(р) непрерывна на любом отрезке [р, р] сг 
с (0, я — а), а каждая функция, непрерывная на от- 
резке, принимает все значения, заключенные между ее 
значениями на концах отрезка. Рассматривая отрезки 

вида [е, - ^ , где 0 < е < - 2 а , мы убеждаемся 

в том, что в интервале (0, я — о) функция /(р) прини- 
мает все значения от а до оо. 


156. Докажем следующую теорему. 

Теорема. Любое рациональное число принад- 
лежащее интервалу (0, 1), где пг — нечетное число, а п — 
степень двойки, равно / , где / — некоторая функция 

вида 


°ёи- 


І = ё\°ё2 


• • • 


(1) 
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Доказательство. Воспользуемся методом мате- 
матической индукции по числу т + я. Из определений 
чисел тип следует, что т-\- 3. Если т + я — 3, то 

гп= 1, п = 2и тогда = Таким образом, до- 

статочно считать, что / = 5. 

Предположим, что т + я > 3 и для любых двух на- 
туральных чисел т' и я', где т' — нечетное число, я' — 
степень двойки, 0 < т'/п' <1 и т' + я' < т + я, су- 
ществует такая функция V вида (1), для которой 
ГС/а) = т'/п'. 

Если т/я < У 2 , то 0 < т/У 2 я < 1 и число У 2 я есть 
степень двойки. Применяя к числам т' — т и я' = У 2 я 
предположение индукции, мы заключаем, что существует 
такая функция ^ вида (1), для которой ГО/г) = т'/п'. 
Тогда функцию / достаточно выбрать в виде / = Т о 
Действительно, 


< Г “ п С ) -т (/'(!))- 7- (^) 


_1_ т' 

2 "7 


т 

п 


Если ! / 2 < т/я < 1, то 0 < 1 — т/я < */ 2 . Но 1 — 
т/я = (я — т)/я, причем число я — т нечетно, а я — 
степень двойки. Кроме того, я — т + я<т + я, так 
как т/я > у 2 . Применяя к числам т' = п — т и я' = я 
предположение индукции, заключаем, что существует 
функция /' вида (1), значение которой при х = У 2 
равно (я — т)/п: {'( 1 / 2 ) = (п — т)/я. Поскольку 

(*-п(т)-®(/'(т))-*( і ? ь )-.-т а -5. 

то функцию / достаточно выбрать в виде суперпозиции 
функций 5 о Г- 

Итак, по принципу математической индукции дока- 
занное утверждение справедливо для любого рациональ- 
ного числа т/я, где т — нечетное число, а я — степень 
двойки. 

В частности, повторив приведенные выше рассужде- 

ния для числа ■^ тг , получим , где / = 

__ т\т о 5 о Г 4 о 5 о Т °8°Т 2 °8°Т ° 8 ° Т 2 , а Т к означает 
^-кратную суперпозицию функции Т. 
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157. Трижды применив формулу синуса двойного 
угла 5іп 2а = 2зіп а соз а, получим 

Зіп ^ = 2 зіп соз = 4 зіп * соз * соз * - 
= 8зі П ^соз-ісоз^созі|. 

Заменяя косинусы синусами дополнительных углов 

(с°з а . 8 ' п (“2 а ))’ п Р е °бразуем полученное тожде- 

ство к виду 


Итак, 


зіп )8 — 8 зіп зіп зіп зіп 


8л 

І8 


7л 

18 


5я 
ИГ * 


зш , 8 зіп [8 зіп^- = і-. 


(1) 

Но 5ІП-^- = 5ІП ■ 8 = 2 -, ЗІП-||- = ЗІП-^ = 1, поэтому из 
тождества (1) получаем 

— зіп — 

18 18 


л 

І8 


зіп -Иг зіп Ж Зіп зіп — Зіп Тб- = 


7я 

Ж 


9я 

Ж 


16 • 


Следовательно, число, о котором говорится в задаче 
рационально. ’ 


158. I решение. Из условий задачи видно, что по- 
следовательности {а п }, {Ь п }, {с п }, {йп}, начиная с неко- 
торого члена, становятся периодическими, в силу чего 
последовательности А п = а п + Ь п + с п + й п ъ В Л = <& + 

Ь п -\- с п -\- й п с некоторого члена также становятся 
периодическими. Кроме того, 

Ап+і = а п +\ + Ь п+1 -)- с„ +1 + гі п+1 — 

= (а п + Ь п ) + (Ь п + Сп ) + (с„ + а п ) + (с1 п + а п ) = 

= 2 (а п + Ъ п + с п + й п ) = 2А п . 

Пользуясь этим соотношением, нетрудно вывести что 
А п +\ — 2Мі при любом п ^ 0. 

Поскольку геометрическая прогрессия {2 я } неогра- 
ниченно, возрастает, а последовательность {А п }, начиная 
с некоторого члена, становится периодической, то А\ = 0 
и, следовательно, А„ = 0 для любого натурального 
числа п. 
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Нетрудно видеть, что а п +\ + с п +і — ( а п + Ь п ) + ( с п +’ 
'+ йп) = Ап = 0, поэтому 

В п + 2 = а 1+2 + К +2 + С 1+2 + й 1+2 = 

= (а п +\ + Ь п + 1 ) 2 + (Ь п +і + с п+ 1) 2 + ( с п+ 2 + гі п + 1 ) 2 + 

"Ь п+1 й п+ 1) 2 = 2 ( а п+1 "Ь ^п + 1 "Ь с п+1 “Ь ^п+ 1) 

+ 2 (а„ +1 + с п+ 0 (6„ +1 + й п+ \) — 

= 2К +1 + й « + . + ^ + С,) = 2В » + , 

при п = 1, 2, откуда В я+2 = 2 п В 2 для п ^ 1. 

Как и при рассмотрении последовательности {А„}, 
из периодичности последовательности {В„} мы заклю- 
чаем, что В 2 = 0, или а\ + Ь\ + с\ + й\ = 0. Поскольку 
0 - 2 , Ь 2 , с 2 , <і 2 — вещественные числа, то последнее равен- 
ство означает, что а 2 = Ь 2 = с 2 = сі 2 = 0. 

II решение. Рассмотрим последовательность мно- 
гочленов Р п {х), заданных выражением 

Рп {%) === О п Ь п Х “К С п Х “|“ сі п х • (1) 

Поскольку из условий задачи мы заключаем, что по- 
следовательности {а п }, {Ьп}, {с п }, {сіп}, начиная с неко- 
торого члена, становятся периодическими, то и последо- 
вательность многочленов {/'’„(.*:)} также периодична, 
начиная с некоторого п. Кроме того, многочлены Р 
удовлетворяют рекуррентному соотношению 

Р п +\ (*) = а я+ , + Ь п+І х + с п+ \Х 2 + й п - и* 3 = 

— (а п + Ь п ) + ( Ь п + с п ) х + {с п + с1 п ) х 2 + (гі„ + я„) х 3 — 
= {а п + Ь п х + с п х 2 + й п х 3 ) + {Ь п + с п х + й п х 2 + а п х 3 ) = 1 

= Рп(х) + ±Р п {х) + ];(х*-\)а п . 

Подставляя х = — 1, получаем Р п + 1 ( — 1 ) = 0, а при 
х, равном 1, і и — і, 

Р п+1 (1) = 2Рп (1), Лил (0 = (1 - і ) Рп (0, 

Рп+Л’-І) = (1+І)Рп(-І)' 

Переходя ко все меньшим значениям л, получаем 

р п (1) = 2 "-‘К, (1), р п (0 = (1 - О" -1 Рі (0. 

Рп(- 0 = (і + іГ’^(0, 
где п— 1, 2, ... . 
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( 2 ) 




Поскольку каждая из числовых последовательностей 
ѵ «(!)}> {Е п (і)}, {Рп( — і)}> начиная с некоторого п, ста- 
новится периодической, а геометрические прогрессии 
{2" '}, {|1 г'І" -1 }, {|1+г|" _І } неограниченно возра- 

стают, то из соотношений (2) следует, что Р,(1) = 

— Р р Т = °- Н ° Т0ГДа ^лО) = Рп(і) — 

** п\ і) — 0 при любом натуральном п в силу соотно- 
шений (2). 

В частности, Е 2 (— 1) = Р 2 (1) = р 2 (і) — Р 2 (—і) = О 

ИЛИ ■ 

а 2 — 6 2 + с 2 — ^ 2 ~ О, 
а 2 + Ь 2 + С-2 + й?2 = О, 

0-2 ІЪ’2 С. 2 — І(І2 — О, 

а 2 — іЬ 2 — с 2 — Ш 2 - 0. 

Складывая отдельно левые и правые части всех четы- 
рех равенств, получаем а 2 = 0. Складывая отдельно 
левые и правые части двух первых равенств, находим, 
что с 2 = 0. Наконец, из второго и третьего равенств сле- 
дует, что Ь 2 = й 2 = 0. 

Примечание 1. Из условий задачи и приведен- 
ного выше решения следует, что а п = Ъ п = с п — й п = 0 
при п ^ 2, но числа а х , Ь\, С\, й\ могут быть отличны от 
нуля. Действительно, достаточно выбрать а х = с\ = /, 
і>\ = сІ\= і, где і — любое число, и условия задачи 
будут выполнены. 

Примечание 2. Задачу можно обобщить и рас- . 
сматривать т периодических числовых последователь- 
ностей { а (6 = 1, 2, пг), удовлетворяющих усло- 
виям 

а ^ = ^ + а^\ в®, = в® + а»> 

а пТі 1} = <~ 1) + < т) . <*<*>, = + а«>. 

Если /л не делится на 3, то, рассуждая по аналогии 
с приведенным выше решением, можно доказать, что 

1) при нечетном т первые члены последователь- 
ностей {а<ь>} равны нулю; 

2) при четном т вторые члены последовательностей 
{ а « } равны нулю. 

Совершенно иначе обстоит дело при т, делящемся 
на 3: в этом случае существуют числовые последователь- 
ности с ненулевыми членами, удовлетворяющие 

условиям обобщенной задачи. 
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Пусть, например, т — 3. Рассмотрим три периоди- 
ческие последовательности {а п }, { Ь п }, {с„} (с периодом 
6), такие, что 

а п+ 1 а п "Ь Ь п , Ъ п+ 1 =Ъ п - 1- С п , С п+ і = с п а. п . (3) 

Пусть и и ѵ — произвольные числа. Первые 6 членов 
каждой из последовательностей {а п }, {Ь п }, {с п } приве- 
дены в таблице: 

а п и, г», ѵ — «, — и, — ѵ, и — ѵ 

Ъ п ѵ — и, — и, — ѵ, и — ѵ, и, ѵ 

с п — о, и — ѵ, и, ѵ, ѵ — и, —и 

Нетрудно видеть, что условие (3) выполнено. Придав 
параметрам и и ѵ надлежащие значения (например, по- 
ложив и — 1, ѵ = 2), получим последовательности, все 
члены которых отличны от нуля. 

159. Пусть АВСй — данный тетраэдр. Выберем на 
лучах АВ, АС и Ай такие точки В', С' и О', что 

АВ' = АС-АО, АС' = АВ • АО, АО' = АВ • АС (1) 

(рис. 105). Докажем, что треугольник В' С' О' удовлетво- 
ряет условиям задачи. 



Прежде всего из соотношений (1) следует, что 
АВ' АС 
АС АВ • 

поэтому треугольники АВС и АС'В', имеющие общий 
угол ВАС, подобны. Пользуясь соотношением .(І), пре^ 
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образуем равенство отношений сходственных сторон 

вс АВ 
С' В' — АС' 

к виду 

в ' с ' = ~- А С' = ВС-АО. 

Полученное соотношение означает, что длина стороны 
В'С' треугольника В'СЪ' равна произведению длин 
скрещивающихся ребер ВС и АО тетраэдра АВСО. 

Рассматривая подобные треугольники Л СО и Ай' С', 
АВО и АБ'В', получаем СО' — СО-АВ, ВЪ' = ВО- АС. 
Следовательно, треугольник В'СЪ' удовлетворяет усло- 
виям задачи. 

Примечание. Приведенное выше решение остается в 
силе и в том случае, если тетраэдр АВСй вырождается в пло- 
ский четырехугольник АВС!) (точки В', С', И' могут распола- 
гаться на одной прямой). Пользуясь им, можно доказать, что 
в любом плоском четырехугольнике произведение диагоналей не 
превышает суммы произведений противоположных сторон. По- 
дробное доказательство этого утверждения мы предоставляем 
читателю в качестве самостоятельного упражнения. 


160. Пусть АВСО . и А' В' СЪ' — плоские четырех- 
угольники с последовательными сторонами длиной а, Ь, 
с, й, то есть пусть 


а = Ав, Ь = ВС, 
а' = ~А 7 В', %' = ѴС', 


~с = со, Р=ъа, 

Р = СЪ', сГ = 5С4', 


причем 

а 2 — а' 2 = а 2 , Ь 2 = Р 2 = Ъ 2 , 

с 2 = с' 2 = с 2 , Р 2 = Р' 2 =сі 2 . 

Кроме того, а + Ь + с + Р = 0 и а' + Ъ' + Р + й' = 0. 
Пользуясь этими соотношениями, вычислим Р 2 : 
с1 2 = Р 2 = (- а) 2 (а + 6 + с) 2 = 

= 2 аЬ + 2 ас + 2 Ьс + а 2 + Ь 2 + с 2 = 

= а 2 — Ь 2 + с 2 + 2 (а + Ъ) $ + Р) = 

^ а 2 - Ь 2 + с 2 + 2{Р+Ъ){Ь + д), 
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откуда 


(а + Ь)(Ь + ?) = ±(Ь 2 +с1 2 -а 2 -с 2 ). (1) 

Аналогичным образом можно доказать, что 

(а' + Ъ') (Ъ' + с') = -^ ( Ь 2 + й 2 — а 2 — с 2 ). (2) 

Векторы а + Ь = АВ + ВС = АС и Ь + с = ВС + сЪ= 
= ВР — диагонали четырехугольника АВСИ, а векторы 
а ' + Ь' = А' В' + Ё/С' = Л'С' и Р + Р = + С 7 ^ = 

== В' О' диагонали четырехугольника А'В'СТУ. Таким 
образом, из соотношений (1) и (2) следует, что скаляр- 
ное произведение векторов, совпадающих с диагоналями 
четырехугольника АВСО, равно скалярному произведе- 
нию векторов, совпадающих с диагоналями четырех- 
угольника А В' С И'. Поскольку скалярное произведение 
векторов равно нулю в том и только в том случае, если 
векторы ортогональны, то тем самым утверждение за- 
дачи доказано. 

Примечание. В приведенном выше решении осталось 
неиспользованным предположение о том, что точки А В С О 
а также точки А\ В', С О' лежат в одной плоскости. 

161. Вероятность того, что судно не будет задержано 
пограничной охраной при первом забросе сетей, равна 

^ 6 ■ Поскольку события, состоящие в задержании 

или незадержании судна при очередном забросе сетей, 
независимы, то вероятность того, что судно не будет 

задержано при п забросах сетей, равна (і — -і)*. Сле- 
довательно, ожидаемая прибыль от п забросов сетей 
равна 

/(л) = а>л(і —■!)", ( 1 ) 

где т прибыль, извлекаемая от одного заброса сетей. 

Задача сводится к тому, чтобы определить, при каком 
натуральном числе п функция /(и) достигает максималь- 
ного значения. 


288 


Из явного вида (1) функции \(п) следует, что 

/(»+ 1) = ®(Я+ 1) (і — і) — 

=/м(і-і)(і+і)=/(я)(і+іЦіИ). 

Поскольку неравенство 1 + ^ ~ п ^ 1 равно- 

сильно неравенству (к — \) — п^0, или п^к — 1, то 
/(я+ 1) > /(«) при п= \, 2, . . к — 2, 
!(п+\) — і(п) при п = к— 1, 
І(п+\)<І(п) при п = к,к+ 1 

Таким образом, своего наибольшего значения функ- 
ция / достигает дважды: при п = к — 1 и п — к. 

162. Пользуясь формулой /(&/) = [(к) + /(/), нетруд- 
но доказать, что 

/(т 5 ) = $/(т) (1) 

при любых натуральных числах т и 5. Из соотношения 
(1), в частности, следует, что /(1) = /(I 2 ) = 2/(1), или 
/(1) = 0, а поскольку / — возрастающая функция, то 
Д2)>/(1) = 0. 

Пусть р — число, заданное соотношением 1оег р 2= 

М2) _ 

— 1(2), то есть р ?(2) — 2, или р = д/ 2 . Следовательно, 

р> 1. 

Для любого натурального числа п^2 существует 
такое натуральное число г, что 

2 г <п<2 г+1 . (2) 

Логарифмируя неравенство (2) по основанию р, по- 
лучаем 

г 1о{Тр 2 < 1од р п < (г + 1) Іо^р 2, 
г/(2)<1о ёр п<г/(2) + /(2). (3) 
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Так пак /—возрастающая функция, то из неравен- 
ства (2) следует, что 

/(2 Г )</(«Х/(2 Г+І ). 

Соотношение (1) позволяет преобразовать полученное 
равенство к виду 

г! (2) </(«)<(/•+ 1) / (2) = г/ (2) + / (2). (4) 

Неравенства (3) и (4) означают, что числа Іо § р п и 
принадлежат одному и тому же отрезку длиной 
/(2), поэтому 

— / (2) < / («) — 1о^ р п < / (2) (5) 

при любом натуральном п ^ 2. В частности, подставляя 
в неравенство (5) вместо « число п к , где 2, а к — 
любое натуральное число, и используя соотношение (1) 
получаем " 

— / (2) < к[ (п) — к 1од р п < / (2), 

или 

— Цг<І(п)-\щ р п<№- ( 6 ) 

при 6=1, 2 Переходя в неравенстве (6) к пре- 

делу при к-* оо, заключаем, что /(л)=1о& р га при п 2. 
Это же соотношение выполняется и при п=\- /пТ= 

= 0 = Іо&р 1. ' 

Примечание. В приведенном выше решении мы нигде 
не использовали предположение о том, что п — натуральное чис- 
ло. Следовательно, соображения, аналогичные приведенным 
выше, позволяют доказать, что любую возрастающую функ- 
цию /, удовлетворяющую условию }(кІ) = [(к) + /(/) и задан- 
ную на множестве вещественных положительных чисел можно 
представить в виде ' 

I (х) = ІО^р х, 

где р > 1. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


В этот раздел включены некоторые задачи, предла- 
гавшиеся на двух первых турах олимпиад 1970 — 1976 гг. 

ЗАДАЧИ 

1. Через точку Р, лежащую в плоскости треугольника 
АВС , проведены 3 прямые, перпендикулярные соответ- 
ственно прямым ВС, АС и прямой, содержащей ме- 
диану СВ. 

Доказать, что эти прямые пересекают прямую, содер- 
жащую высоту СО, в точках К, Ь, М, которые служат 
концами равных отрезков: КМ — ЬМ. 

2. Найти цифры а, Ь, с, для которых при любом на- 
туральном п выполняется равенство 

аа ... а ЬЬ . . . Ь + 1 = (сс . . . с + I) 2 . 

п п п 

(Запись аіа .2 ... аь означает число, у которого (в де- 
сятичной системе счисления) число единиц равно а*., 
число десятков — а*-і, число сотен — а*_ 2 и так далее.) 

3. Доказать, что в любом выпуклом многограннике 
имеется либо треугольная грань, либо трехгранный угол. 

4. Даны 6 прямых в пространстве, из которых ника- 
кие 3 не параллельны, никакие 3 не проходят через 
одну и ту же точку и никакие 3 не лежат в одной пло- 
скости. 

Доказать, что из этих 6 прямых всегда можно вы- 
брать 3 прямые, из которых любые 2 скрещивающиеся. 


‘/ 2 ю* 
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5. Дана бесконечная последовательность {аЛ Дока- 
зать, что если 

а п + а п+2 >2 а п+1 (л = 1,2,...), 
то 

а ‘ + а з+ + а 2п +\ а 2 + а 4 + ■ ■ . + а 2п 
п + 1 п 

(п= 1, 2, ...). 


6. Все цифры а десятичной записи числа — п ^~ 1 ^ 

при некоторых натуральных л одинаковы. 

При каких а это возможно? 

7. Ломаная, заключенная в квадрат со стороной 50, 
обладает тем свойством, что расстояние от любой точки 
квадрата до нее меньше 1. 

Доказать, что длина ломаной больше 1248. 

8. В прямоугольнике со сторонами 20 и 25 находятся 
120 квадратов со сторонами, равными 1. 

Доказать, что в этом прямоугольнике существует 
круг единичного диаметра, не имеющий общих точек ни 
с одним из 120 квадратов. 

9. Куб с ребром л разделен плоскостями, параллель- 
ными его граням на л 3 единичных кубов. 

Сколько существует пар единичных кубов, имеющих 
не более двух общих вершин? 

10. Доказать, что во вписанном в окружность выпук- 
лом четырехугольнике прямые, проведенные через сере- 
дины сторон перпендикулярно противоположным сторо- 
нам, пересекаются в одной точке. 

11. Доказать, что из 25 различных положительных 
чисел всегда можно выбрать два числа, сумма и раз- 
ность которых не совпадает ни с одним из остальных 


12. Найти наименьшее натуральное число л > 1 
обладающее следующим свойством: существует множе- 
ство I, состоящее из л точек плоскости, таких, что лю- 
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бая прямая АВ (Л, Ве2) параллельна некоторой дру- 
гой прямой СО (С, Об2). 

13. Доказать, что если центр описанной сферы тетра- 
эдра совпадает с центром вписанной сферы, то грани 
этого тетраэдра конгруэнтны. 

14. Доказать, что если положительные числа х, у, г 
удовлетворяют неравенству 

* 2 . + « 1 . + У' + *’- -■** + 2г -+ * 2 ~ У 2 > 1 

2 ху ~ 2 г/г ~ 2хг ^ ’ 

то они совпадают с длинами сторон некоторого тре- 
угольника. 

15. Доказать, что для любого неотрицательного це- 

лого числа т существует такой многочлен т с целочис- 
ленными коэффициентами, для которого 2 т является 
наибольшим общим делителем чисел а п = 3” + ѵѵ(п) 
при п — 0 , 1,2 

16. Кипу документов разделили на п частей и раз- 
дали на сохранение п лицам, у каждого из которых 
имеется телефон. 

Доказать, что при п ^ 4 достаточно 2 п — 4 телефон- 
ных разговоров, чтобы по окончании их все п лиц озна- 
комились с содержанием всех документов. 

17. Каждая диагональ некоторого выпуклого пяти- 
угольника отсекает от него треугольник единичной пло- 
щади. 

Вычислить площадь этого пятиугольника. 

18. Через вершину трехгранного угла с не более чем 
одним прямым плоским углом проведены три прямые, 
каждая из которых перпендикулярна одному из ребер 
трехгранного угла и лежит в плоскости грани, не содер- 
жащей этого ребра. 

Доказать, что все 3 проведенные прямые лежат в 
одной плоскости. 

19. Доказать, что ортогональные проекции вершины 
И тетраэдра АВС И на плоскости, делящие пополам 
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внутренние и внешние двугранные углы при ребрах АВ 
ВС и СА, лежат в одной плоскости. ’ 

20. Каждая из сторон выпуклого четырехугольника 
АВСВ площади 5 разделена на 3 равные части. Соот- 
ветственные точки деления противоположных сторон 
соединены отрезками прямых так, что четырехугольник 
оказался разделенным на 9 четырехугольников. 

Доказать, что сумма площадей трех из этих четырех- 
угольников — четырехугольника, содержащего вершину 
А, среднего четырехугольника и четырехугольника, со- 
держащего вершину С, — равна 5/3. 

21. На балу присутствовали 42 особы. Дама А\ тан- 
цевала с 7 кавалерами, дама А% — с 8 кавалерами, 

..., дама А п — со всеми кавалерами. 

Сколько дам и кавалеров было на балу? 


22. Дан остроугольный треугольник АВС. На его 
сторонах вне его построены два равносторонних тре- 
угольника АВС и АСВ'. Пусть К и Ь — середины сторон 
АС и В'С, а М — такая точка на стороне ВС, что ВМ = 

= тс. 


Доказать, что углы треугольника КЬМ равны 90° 
60°, 30°. 


23. В пространстве заданы куб с ребром а и шары 
В\, В 2 , ..., В п произвольных радиусов, такие, что каж- 
дая точка куба принадлежит одному из шаров. 

Доказать, что из п заданных шаров можно выбрать 
попарно не пересекающиеся, сумма объемов которых не 
меньше . 


24. Пусть в некоторый выпуклый многогранник 
можно вписать сферу, а его грани можно раскрасить в 
один из двух цветов так, что любые 2 из них, имеющие 
общее ребро, будут окрашены в различные цвета. 

Доказать, что грани одного цвета имеют такую же 
площадь, как и грани другого цвета. 

25. Пусть /(х) и § (х) — многочлены с целочислен- 
ными коэффициентами. 
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Доказать, что если при любом целом п число ((п) 
делится на число §(п), то і(х) = §(х) • Л (а:) , где Н{х) 
многочлен. Привести пример, показывающий, что коэф- 
фициенты многочлена Н(х) не обязательно должны быть 
целочисленными. 

26. Самолет совершает беспосадочный перелет по 
кратчайшему маршруту из Осло в город X, расположен- 
ный на экваторе в Южной Америке. Из Осло самолет 
вылетел, держа курс на запад. Географические коорди- 
наты Осло известны: 59°55' северной широты и 10°43' 
восточной долготы. 

Вычислить географические координаты города X. Что 
это за город? Вычислить с точностью до 100 км расстоя- 
ние, преодоленное самолетом на пути из Осло в X. 

Предполагается, что Земля имеет форму идеального 
шара с длиной экватора 40 000 км, а перелет происходит 
на высоте не более 10 км. 

27. Точки А', В', С', О' плоскости <2 — образы точек 
А, В, С, О плоскости Р при параллельной проекции, при- 
чём все точки А, В, С, О, А', В', С', О' различны и ника- 
кие 3 из них не лежат на одной прямой. 

Доказать, что тетраэдры АВСИ' и А'В'С'И имеют 
равные объемы. 

28. Рассмотрим сферический сегмент, не содержащий 
ни одной окружности большого круга. Расстояние меж- 
ду точками А и В такого сегмента определим как длину 
дуги той части окружности большого круга, которая со- 
держится в рассматриваемом сегменте. 

Доказать, что не существует изометрии, отображаю- 
щей такой сегмент на какое-нибудь подмножество пло- 
скости. 

(Сферическим сегментом называется любая из двух 
частей, на которые делит поверхность сферы секущая 
плоскость.) 

29. Внутри окружности 5 размещены окружность Т 
• и окружности Кі, Кг, •••. Кп, касающиеся извне окруж- 
ности Т и изнутри окружности 5, причем окружность К і 
касается окружности Кг, окружность Кг — окружности 
Кг, . . . , окружность Кп — окружности Ки 
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Доказать, что точки касания окружностей Кі и Ко 
Д 2 и Кг и так далее лежат на одной окружности. 


30. Шесть точек расположены на плоскости так, что 
любые 3 из них служат вершинами треугольника со сто- 
ронами различной длины. 

Доказать, что наименьшая сторона одного из тре- 
угольников одновременно является наибольшей стороной 
другого треугольника. р 


^л = ^А' 

или 

Е В = Е В' 

или 

ЕС — ЕС 

или 


РЕШЕНИЯ 

фаітов^° КаЖеМ сначала несколько вспомогательных 

Лемма. Если соответственные стороны двух тре- 
угольников параллельны , то треугольники подобны. 

ГАПГ' К а* 3 ательство - Пусть АВ\\А'В', ВС || В'С, 
л 11 0 л • “ДД 3 стороны соответственных углов тре- 
угольника АВС параллельны. Следовательно, соответ- 
ственные углы либо равны, либо в сумме составляют 
развернутый угол: 

^ Л + Е А'= 180°, 

Е В + ЕВ' = 180°, 

ЕС + ЕС' = 180°. 

Если бы по крайней мере в двух случаях сумма соот- 
ветственных углов была равна 180°, например ЕА + 

^ ~ 180 и ^ в + ^В' — 180°, то, поскольку сумма 
внутренних углов треугольника равна 180°, выполня- 
лось бы соотношение 

ЕА-\-Е А' +ЕВ+/: В' = 360° = 

и = е:А+ЕВ+ЕС+</ А' +Е В' + ЕС' 

ЕС + ЕС' = 0°, 

что невозможно. 

Следовательно, по крайней мере в двух случаях соот- 
ветственные углы равны, например ЕА = ЕА' и ЕВ = 

= ЕВ . Отсюда следует, что треугольники АВС и А'В'С' 
подобны. 

Следствие. Если соответственные стороны двих 
треугольников взаимно перпендикулярны, то эти тре- 
угольники подобны. И 
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Доказательство. Пусть 

АВ±АіВи ВС±ВіС и Д4±С,Л,. (1) 

Повернув треугольник А\В\С\ вокруг любой точки на 
прямой угол, получим треугольник А'В'С', стороны кото- 
рого перпендикулярны соответственным сторонам тре- 
угольника А\В\С ь то есть 

АіВііА'В', В І С 1 ±В'С', С,Л,±С'Л'. (2) 

Из (1 ) и (2) следует, что АВЦА'В', ВС\\В'С', 
СА || С'А'. По доказанной выше лемме это означает, что 



Рис. 106. 


треугольники АВС и А'В'С' подобны. Но треугольники 
А'В'С' и А\В\С\ конгруэнтны, поэтому треугольники 
АВС и А\В\С\ также подобны. 

Переходим к решению задачи. 

Если точка Р лежит на прямой, содержащей отрезок 
СД то Р = К = Ь — М и поэтому КМ — ЬМ — 0. 

Если точка Р не лежит на прямой, содержащей отре- 
зок СД, то из условий задачи мы заключаем, что соот- 
ветственные стороны треугольников РКМ и СВЕ, РіМ 
и САЕ взаимно перпендикулярны (рис. 106). По 
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доказанному выше следствию из леммы треугольники 
РКМ и СВЕ, РЕМ и САЕ подобны. 

Пусть Я и р — отношения соответственных сторон тре- 
угольников РКМ и СВЕ, РЕМ и САЕ. Тогда РМ = ЕСЕ, 
КМ = ЕВЕ, РМ — [д СЕ, ЕМ — \х.АЕ. Сравнивая первое 
из этих равенств с третьим, получаем Я = р. Точка Е — 
середина отрезка АВ, то есть АЕ — ВЕ, поэтому из вто- 
рого и четвертого равенств следует, что КМ = ЕМ. 


2. Пусть р п = 11 ... 1, тогда р п = 10" +10" "+ . .. 

. + 10 + 1 = 1С "п ~ ' и 10 ч = 9р„+1. Числа 


аа ... а ЪЬ . . . Ь и (сс . . . с + I) 2 можно выразить через 

П П 

р п следующим образом: 


аа ... а ЬЬ ... Ь = аа ... а • 10" + ЪЬ ... Ъ = 

= ар п Ю п + Ьрп = ар п (9 р п + 1) + Ьр л , 


( сс ■ ■ ■ с + I) 2 = (ср п + I) 2 = С 2 РІ + 2 ср п + 1 . 

П 

Таким образом, равенство, приведенное в условиях 
задачи, в новых обозначениях имеет вид 


9 ар 2 п +(а + Ь)р п + 1 = с 2 р 2 п + 9ср п + 1, 
или 

9ар„ + (а + Ь) = с 2 р п + 2с. (1) 

Воспользуемся следующей теоремой: если значения 
двух многочленов {(х) и §(х) совпадают при бесконечно 
многих значениях аргумента х, то коэффициенты при 
одинаковых степенях х этих многочленов равны. 

В рассматриваемом случае значения многочленов 
[(х) — 9ах + (а + Ь) и д(х) = с 2 х + 2с совпадают при 
х — р п , где п— 1 , 2, ... . Следовательно, по сформули- 
рованной выше теореме коэффициенты многочленов /(х) 
и §(х) при одинаковых степенях х равны, то есть 

9а — с 2 и а + Ь — 2с. (2) 
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Наоборот, если числа а, Ъ, с удовлетворяют усло- 
виям (2), то, очевидно, при любом натуральном п вы- 
полняется соотношение (1). Таким образом, достаточно 
найти все цифры а, Ь, с, для которых справедливы соот- 
ношения (2). Из уравнения 9 а — с 2 следует, что с де- 
лится на 3, то есть цифрой с могут быть 0, 3, 6 и 9. Вычис- 
лить соответствующие значения а и Ь в каждом из трех 
случаев нетрудно. Система двух уравнений (2) допу- 
скает следующие решения: (0, 0, 0), (1, 5, 3), (4, 8, 6) 
и (9, 9, 9). 

Примечание 1. Предположение о том, что соотношение 
(1) выполняется при любом натуральном п, позволяет по-дру- 
гому вывести систему уравнений (2). Разделив правую и левую 
части соотношения (1) на р п и перейдя к пределу при 
п -> со ( Ііт р п = со), получим 

П->оо 

Ііт ("эа + ЛіІіІіЛ = 9п + 0 = 9а 
И-»°о V Рп ) 

И 

Ііт (с 2 4- = с 2 + 0 = с 2 . 

П-> оо \ рп / 

Таким образом, 9а — с 2 . Из этого равенства и исходного 
соотношения (1) следует, что а + Ь — 2с. 

Примечание 2. Аналогичная задача допускает решение 
и в случае системы счисления с любым основанием § ^ 2. 

После преобразований, аналогичных тем, которые 
приведены в решении задачи, получаем соотношение 

(Я — 1) арп + (а + Ъ) = с 2 р п + 2с, (Г) 

выполняющееся при любом натуральном числе п. Как и 
выше, доказываем, что оно равносильно системе урав- 
нений 

(§ — \)а — с 2 и а -\-Ь = 2с. (2') 

Найдем все цифры а, Ь, с, удовлетворяющие в систе- 
ме счисления с основанием § системе уравнений (2'). 
Пусть і 2 — наибольший натуральный, квадрат, на кото- 
рый делится число § — 1. Тогда § — 1 = / 2 я, где 5 — • 
число, не содержащее квадратов, то есть не имеющее 
делителей, равных квадрату натурального числа больше 
1. Из первого уравнения (2') следует, что с делится на 
із, то есть с = ізи, где и — некоторое целое число. Из 
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того же уравнения получаем, что а = $ и 2 . Наконец, вто- 
рое из уравнений (2') приводит к соотношению Ь — 
= зи(2і — и). 

Итак, все решения системы уравнений (2') в целых 
числах определяются выражениями 

а = зи 2 , 

Ь — зи (2/ — и), (3') 

с = (зи, 

где и — любое целое число. 

Но в нашей обобщенной задаче о, Ь, с — цифры в си- 
стеме счисления с основанием д, то есть они удовлетво- 
ряют неравенству 0 < а, Ь, с^д—\ = ( 2 з. Неравен- 
ство 0 5^ с ^ д — 1 можно записать в виде 0 ^ (зи ^ ( 2 з, 
что равносильно неравенству 0 ^ и ^ і Наоборот, если 
О < « < то 0 ^ а = зи 2 ^ $ ( 2 — д — 1 и 0^6 = 
= зи(2( — и)= з{2(и — и 2 )= з(( 2 — (( — и) 2 ) < з( 2 — 
— д — 1. Таким образом, все решения задачи содержатся 
в выражениях (3'), где 1 = ( 2 з и 0 < и < (. 

В частности, при и = 0 получаем решение а — Ь = 
= с = 0, а при и = ( — решение а = Ь = с — д — 1. 

3. Предположим, что существует выпуклый много- 
гранник У/, не имеющий ни треугольной грани, ни трех- 
гранного угла. Пусть т — число вершин, к — число 
ребер, а 5 — число граней такого многогранника, и пусть 
Ф — сумма всех плоских углов при его вершинах. По- 
скольку из каждой вершины многогранника V/ выходят 
по крайней мере 4 ребра, а каждое ребро соединяет 

2 вершины, то к • 4ш = 2т. Так как каждая грань 

имеет не меньше 4 сторон, а при п ^ 4 сумма внутрен- 
них углов л-угольника ^ 2я, то ф ^ 2я5. Выберем внут- 
ри каждой грани 5,- точку и соединим ее отрезками пря- 
мых со всеми вершинами, принадлежащими грани 5<. 
Поверхность многогранника при этом окажется разбитой 
на 2 к треугольников, так как каждое ребро служит 
стороной ровно двух треугольников. Пусть Т - — сумма 
внутренних углов всех треугольников. Тогда 4лаѵ ^ 

2кл = Т г = ф + 2я$ ^ 2ф и, таким образом, ф ^ 2лш. 
С другой стороны, поскольку многогранник Ц/' выпук- 
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лый, то ф < 2яіг. Полученное противоречие означает, 
что исходное предположение о существовании выпуклого 
многогранника, не содержащего ни одной треугольной 
грани и ни одного трехгранного угла, не верно. 

4 . Из условий задачи следует, что среди любых 3 за- 
данных прямых непременно окажутся 2 скрещивающиеся 
прямые. Поставим заданные прямые во взаимно-одно- 
значное соответствие с вершинами выпуклого шести- 
угольника, помеченными цифрами 1, 2, ..., 6 (рис. 107). 


5 4 



Рис. 107. 


Соединим вершины шестиугольника сплошными ли- 
ниями, если прямые, соответствующие вершинам, скре- 
щиваются, и пунктирной, если соответствующие прямые 
не скрещиваются. 

Исходная задача сводится к следующей. Даны 6 то- 
чек. Любые 2 из них соединены сплошной или пунктир- 
ной линией. Любой треугольник с вершинами в задан- 
ных точках имеет по крайней мере одну сплошную 
сторону. Доказать, что существует треугольник, все сто- 
роны которого сплошные. 

Предположим, что треугольника с тремя сплошными 
сторонами не существует. Тогда какие-то 2 из заданных 
точек заведомо соединены пунктирной линией. Пусть, 
например, это будут точки 1 и 2. Поскольку в каждом 
из треугольников 123, 124, 125, 126 имеется сплошная 
сторона и эта сторона не 12, то каждая из точек 3, 4, 5, 6 
соединена сплошной линией по крайней мере с одной из 
точек 1 и 2. 
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Если бы какая-нибудь из точек 1, 2 была соединена 
непрерывной линией по крайней мере с тремя из точек 
3, 4, 5, 6 (например, точка 1 с точками 3, 4, 5), то, рас- 
сматривая треугольники 134, 145, 135, имеющие по 2 
сплошные стороны, мы заметили бы, что стороны 34, 45 
и 35 пунктирные (рис. 107). Следовательно, в треуголь- 
нике 345 ни одна из сторон не была бы сплошной, что по 
условиям задачи невозможно. 

Итак, каждая из точек 1, 2 соединена сплошными 
линиями с двумя из точек 3, 4, 5 и 6. Не уменьшая общ- 
ности, предположим, что точка 1 соединена сплошными 
линиями с точками 3 и 4, а точка 2 — с точками 5 и 6. 
С точками 5 и 6 точка 1 соединена пунктирными ли- 
ниями так же, как точка 2 с точками 3 и 4 (рис. 108). 


5 4- 



Рис. 108. 

Рассмотрим треугольник 256. Нетрудно видеть, что вер- 
шины 5 и 6 соединены пунктирной линией. Но тогда все 
стороны треугольника 156 пунктирные, что по условиям 
задачи невозможно. Полученное противоречие доказы- 
вает, что существует треугольник, все стороны которого 
сплошные. 

5. Преобразуем неравенство а п + а„ +2 ^ 2а п+ \, при- 
веденное в условиях задачи, к виду 

а п + 2 а п+ \2^ а ѣ+1 а п • (О 

Если ввести новые обозначения Ь п+ 1 = а п + 1 — а п при 
п = 1, 2, то неравенство (1) можно представить в 
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[ виде Ь п + 2 ^Ьп+і. Следовательно, {Ь п } — неубывающая 
последовательность. 

Записав неравенство 

Ді + аз + • • • + Дгя+і аг + Д4 + • • • + а 2 я 

« + 1 п 

в виде 

п (а, + а 3 4- . . . + а 2п+1 ) > {п + 1) (а 2 + а 4 + . . . + а 2п ) (2) 

докажем его методом математической индукции по п. 
При п — 1 неравенство (2) переходит в а.\ + а 3 ^ 2а 2 . 
Это не что иное, как частный случай исходного неравен- 
ства а п + а п + 2 5= 2а„+і. 

Предположим, что неравенство (2) справедливо при 
некотором натуральном п. Докажем, что тогда оно вы- 
полняется и для числа я+ 1, то есть 

( П + 1) ( а 1 + а 3 + • • • + @2п + 1 + а 2п+2 ) ^ 

>(я + 2) (а 2 + а 4 + ... + а 2я + а 2 „ +3 ). (3) 

Сравнивая неравенства (2) и (3), нетрудно понять, 
что задача сводится к доказательству неравенства 

а і + а 3 + ... + а 2п+ 1 ) + (п + 1) а 2п+3 > 

> {а 2 + а 4 + ... + а 2п ) + (п + 2) а 2л+2 , (4) 

поскольку сложив отдельно правые и левые части нера- 
венств (2) и (4), мы получим неравенство (3). 

Подвергнем неравенство (4) эквивалентному преоб- 
разованию: 

(п + 1) (а 2п+3 а 2п+2 ) ^ (а 2 — П|) + (а 4 — %) + ... 

(а 2п й 2л _і) -(- {п 2п+2 &2п+ 1)» 

(я+1) ^ 6 2 + ь 4 + ... + ь 2п + 

&2п+2' (5) 

Поскольку, как доказано в начале решения, {Ь п }— 
неубывающая последовательность, то, в частности, 

^2« + 3 Ь 2 > 

^2/2 + 3 ^ 


&2п+3 Ь 2 п, 

Ь 2п+3 Ъ 2п+2 . 
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Складывая отдельно правые и левые части этих не- 
равенств, получим неравенство (5). Следовательно, вы- 
полняются неравенства (4) и (3). Отсюда по принципу 
математической индукции мы заключаем, что неравен- 
ство (2) справедливо при любом натуральном числе п. 

6. Исключим тривиальные случаи 0 ^ п < 4 и будем 
в дальнейшем считать, что цифра а повторяется не ме- 
нее двух раз. Ясно, что цифра а не может быть нулем. 

Если бы десятичная запись числа і п = ~ п (п + 1) со- 
стояла бы из к единиц, где к^ 2, то 9( п = 10* — 1, и 
после несложных преобразований мы получили бы, что 
(Зя + 1) (Зп + 2) — 2-10* = 2* +1 • 5*. Поскольку последо- 
вательные натуральные числа Зл+1, Зп + 2 взаимно'' 
просты и 2 к+1 ^ 2 2к = 4 к < 5*, то Зп + 1 = 2 к +\ а 
Зп-\-2 = Ъ к . Вычитая из левой части второго равенства 
левую часть первого, а из правой — правую часть пер- 
вого, получаем 1=5* — 2*+ [ >4* — 2 к +' — 2 к (2 к 2) >8 

так как к 2. Полученное противоречие показывает, 
что а не может быть единицей. 

Заметим, что Ы п + 1 = (2п + 1 ) 2 . Если бы десятич- 
ная запись числа і п оканчивалась цифрами 2, 4, 7 или 9 
то запись числа 8( п + 1 оканчивалась бы цифрами 7 
или 3. Но последней цифрой квадрата любого натураль- 
ного числа могут быть только 0, 1, 4, 5, 6 или 9. Следо- 
вательно, цифра а не может быть равной 2, 4, 7, 9. 

Если десятичная запись числа і п оканчивается набо- 
ром цифр 33 или 88, то запись числа 8 і„ + 1 оканчи- 
вается цифрами 65 или 05. Но ни один квадрат 
натурального числа не оканчивается этими цифрами, по- 
скольку такое число т должно быть нечетным и де- 
литься на 5, то есть быть числом вида т = 106 + 5, в 
силу чего число т 2 = 100* 2 + 100/г + 25 при делении 
на 100 давало бы остаток 25, или, что то же, десятичная 
запись числа т 2 оканчивалась бы цифрами 25. Следова- 
тельно, 3 и 8 не могут быть цифрой а. 

Нетрудно видеть, что 5 или 6 могут быть цифрой а. 
Действительно, і і0 = 55, ( и = 66, ( 36 = 666. 

Примечание. Доказано, что из чисел 1„ при п > 3 де- 
сятичная запись лишь трех чисел ію, Іц и ізв содержит повто- 
ряющиеся цифры. (См. Оаѵій \У. \Ѵееег, Ыоіісез Ашег. МаіЬ, 
Зое., 19 (1972), А-511, АЬз(г. 72-Т-А152.) 
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7. Пусть ломаная А\Ач ... А„ обладает тем свой- 
ством, о котором говорится в задаче, Кі (і= 1, 2 п) — 

круг с центром в точке Л, и радиусом 1, а Рі (і — 1, 2, . . . 

п — 1) — фигура, ограниченная отрезками прямых, 
параллельными линии центров Л,Лі + і и отстоящими от 
нее на единичное расстояние, и дугами граничных 
окружностей кругов Кі и Кі+і (на рис. 109 фигура Рі 
заштрихована) . 



Рис. 109. 


Множество точек плоскости, отстоящих от некоторой 
точки отрезка Л,Л, + і меньше чем на 1, содержится в 
объединении кругов Кі, Кі+\ и фигуры Рі. Из условий 
задачи следует, что квадрат со стороной, равной 50, 
содержится в множестве 

Кііт-иад/ъілсзи ••• ик п ^[}р п ^[]к п = 

= 0 №и^)и/с„. 

і = 1 

Поскольку площадь фигуры (/СД К і+ і) ѴРі=2-АіА і+и 
то площадь фигуры Кі[}Рі не меньше 2 Л;Лі+і, а площадь 
круга Кі равна я. Площадь квадрата не превышает 
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суммы площадей фигур Кі[)Рі и круга Кп, то есть 

П — 1 

2500 <2 X АіА 1+ і+я. 

І = 1 


п — 1 

Следовательно, длина ломаной = Е Л г Лг+і> 125 °-?> 
> 1248. 

8. Круг диаметром 1 имеет общую точку с квадра- 
том АВС О со стороной 1 в том и только в том случае, 
если центр Р круга находится от стороны квадрата на 
расстоянии не больше У 2 . Следовательно, точка Р при- 
надлежит фигуре А' В' В" С С О' О" А" (рис. ПО), состав- 
ленной из квадрата АВСР, четырех прямоугольников 


Г 

а' й 

л 

А“ 

Р" 

А В 

27 С 

в" 

С" 

Ѵі 

ч 

У 


Рис. ПО. 


размера 1 X Ѵг и четырех четвертей круга радиуса у 2 . 
Площадь этой фигуры равна 1 + 4- 1 • ’/ 2 + 4- У 4 я(Ѵ 2 ) 2 — 
= 3 + я/4. 

Если каждому из 120 заданных квадратов мы сопо- 
ставим фигуру, изображенную на рис. 110, и обозначим 
суммарную площадь всех 120 фигур через Р\, то р х 

120- (3 + я/4) = 360 -(- ЗОя, поскольку фигуры, соот- 
ветствующие отдельным квадратам, могут перекры- 
ваться. 

Центр круга диаметром 1, расположенный внутри 
заданного прямоугольника, находится от сторон прямо- 
угольника на расстоянии меньше У 2 в том и только в 
том случае, если круг не содержится целиком в прямо- 
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угольнике. Множество точек прямоугольника, отстоящих 
от одной из его сторон меньше чем на ’/г. образует фи- 
гуру Р 2 (рис. 111) площадью 20-25— 19-24 = 44. 

Так как я < 3,2, то сумма площадей фигур Р\ и Р\ 
меньше 360 + 30- 3,2 + 44 = 500, а площадь заданного 
прямоугольника равна 20-25 = 500. 


$ 

24 

1 



25 


Рис. 111 . 


Следовательно, существует точка Р — принадлежа- 
щая заданному прямоугольнику и не принадлежащая ни 
фигуре Р і, ни фигуре Р 2 , а круг единичного диаметра 
с центром в точке Р целиком содержится в заданном 
прямоугольнике и не имеет общих точек ни с одним из 
120 заданных квадратов. 

9. Если два единичных куба имеют по крайней мере 
3 общие вершины, то они обладают общей гранью. Нао- 
борот, каждая грань единичного куба, не содержащаяся 
в грани большого куба, задает пару единичных кубов, 
имеющих по крайней мере 3 общие вершины. Определим 
число таких граней. Число единичных кубов равно га 3 , 
каждый из них имеет по 6 граней, но 6 га 2 граней содер- 
жится в гранях большого куба. Следовательно, внутри 
большого куба находятся 6га 3 — 6га 2 граней единичных 
кубов и каждая из них сосчитана дважды. Итак, число 
пар единичных кубов, имеющих по крайней мере 3 об- 
щие вершины, равно Зга 3 — Зга 2 . Поскольку число всех 

пар единичных кубов равно ( ) = тг^ 3 (га 3 — 1), то 

число пар, образованных единичными кубами, которые 
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имеют не больше двух общих вершин, равно 

4 " 3 (« 3 ~ 1) - (Зга 3 - Зи 2 ) = 1 га 2 (д 1 - 7д + 6). 

10 . I. решение. Пусть АВСй — выпуклый четырех- 
угольник, вписанный в окружность, Р, <2, р, 5 — середи- 
ны его сторон и О — середина отрезка РР (рис. 112). 



Тогда 1 

Р = у(Л + В), <г = і(В+С), Р = 1(С + /)), 

5 = 1(Й + Л), О = у (Р + Р) = --- (Л + Р -}- С + Т>). 

Так как у (<2 + 5) = 1 (А + В + С + й) = О, то 

точка О совпадает с серединой отрезка (35. 

Пусть А'В'С'О' — образ четырехугольника АВСй при 
симметрии относительно точки О. Так как при централь- 
ной симметрии середина отрезка переходит в середину 
отрезка, а в рассматриваемой симметрии точки Р и Р 

1 Суммой точек X = (хі, Хг) и У — (у і, у%) по определению на- 

зывается точка X + У — (хі +(/!, Х 2 + уг)\ произведением точки 

А —(хі,Х 2 ) и числа а — точка аХ =(ах\, ахг). В этих обозначениях 
середину 2 отрезка ХУ можно записать так: 2 = 1 /2 (X + У), 
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переходят в точки Р и Р, точки <3 и 5-в точки 5 и О, 
то точки Р, (2, Р, 5 совпадают с серединами сторон четы- 
рехугольника А'В'С'О'. Четырехугольник А'В'С'О' мож- 
но вписать в окружность, поскольку его прообраз — 
четырехугольник АВСО — можно вписать в окружность, 
и это свойство сохраняется при центральной симметрии. 
Стороны четырехугольника А'В'С'О' параллельны соот- 
ветственным сторонам четырехугольника АВСО, поэто- 
му прямые, проходящие через середины сторон четырех- 
угольника АВСО перпендикулярно противоположным 
сторонам, совпадают с прямыми, проходящими через 
середины соответственных сторон четырехугольника 
А'В'С'О' перпендикулярно к этим сторонам. Эти прямые 
пересекаются в центре описанной окружности четырех- 
угольника А'В'С'О' , поскольку его стороны можно рас- 
сматривать как хорды описанной окружности, а пер- 
пендикуляр, восставленный из середины хорды, про- 
ходит через центр окружности. Таким образом, прямые, 
о которых говорится в задаче, пересекаются в одной 
точке — центре описанной окружности четырехугольника 
А'В'С'О'. 

II решение. Пусть К — центр описанной окруж- 
ности четырехугольника АВСО, Р, <2, Р, 5 — середины 
его сторон. Тогда 

Р = 1(Л + В), (2 = ±(В+С), 0 = 1(С + О), 

5 = 1(0 + Л). 

Выберем систему координат так, чтобы точка К совпала 
с ее началом. Поскольку прямая, проходящая через 
центр окружности и середину хорды, перпендикулярна 
хорде, то КР _]_ АВ, КС} 1 ВС, КР 1 СО, КВ 1 ОЛ. 

Параметрическое уравнение прямой, проходящей че- 
рез точку II и параллельной вектору ѴѴС, имеет вид 
р(0 = С + /(Г- V). 

Прямая, проходящая через середину стороны АВ и 

перпендикулярная стороне СО, параллельна вектору КР. 
Следовательно, ее параметрическое уравнение имеет вид 

р(0=і-М + 5) + /(/г-/с) = і(л + 5)+і(с+о). 
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Подставляя I— 1, убеждаемся в том, что точка р(1) = 

~ 72 И + В + С + й) принадлежит рассматриваемой 
прямой. 

Аналогичным образом можно доказать, что точка 
У 2 (А + Я + С + Д) принадлежит каждой из прямых, о 
которых говорится в условиях задачи. Следовательно, 
все^типрямые пересекаются в точке р(1) = у 2 (Л -)- В 4- 


П. Пусть А — {а\, а 2 , « 25 } — множество задан- 

ных чисел, причем 0 <а,< а 2 < ... < а 25 . Предполо- 
жим, что при любых г, 5, где 1 ^ г < 5 ^ 25, а 3 + а г <ее 
е Л \ {а г , а 3 } или а $ — а г е А \ {а г , а 3 } . Поскольку ясно, 
что а г а 3 < 0 , то число а г — а 3 не принадлежит мно- 
жеству А. 

Так как неравенство а 2Ъ + щ > а 25 выполняется при 
г= 1> 2, •••> 24, то а 2 5 + я;^Л, и в силу принятого 
нами предположения 24 числа а 25 — а,- образуют убы- 
вающую последовательность, все члены которой принад- 
лежат множеству Л\{а 25 }, насчитывающему 24 эле- 
мента. Это означает, что при і = 1 , 2, .... 24 

^25 — Я 2 5 

Так как неравенство а 2 4 + а/ > а 2 4 — (— аі = а 25 выпол- 
няется при. / = 2, 3, ..., 23, то й 2 4 -|-а/^Л и в силу 
принятого нами предположения а 2і — а, <= Л. Кроме того, 
«24 п/ ^ а 2 4 — а 2 = ( а 25 — а \) — (а 25 — а 23 ) = а 2 3 — 
— а>і < а 23 . Следовательно, 22 числа а 24 — а ,■ образуют 
убывающую последовательность, члены которой принад- 
лежат множеству Л \ {а 23 , а 24 , а 25 }, содержащему 
22 элемента. Это означает, что при / = 2, 3, . . . , 23 

Я 2 4 а / — Я 2 4 _у. 

В частности, а 24 — аі 2 =а 12 и поэтому а 2 4 — а і2 ф 
^Л\{аі 2 , я 24 }. Кроме того, а 24 + а Х2 > а 2 4 + «і = а 25 , 
в силу чего а 2і -(- а і2 ф. Л, что противоречит исходному 
предположению. 

12. Докажем сначала, что множество 7. вершин пра- 
вильного пятиугольника обладает тем свойством, о ко- 
тором говорится в задаче, в силу чего п < 5. Точнее 
говоря, докажем, что любая сторона правильного пяти- 
угольника параллельна какой-нибудь диагонали и, нао- 
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борот, любая диагональ параллельна одной из его 
сторон. 

Достаточно доказать, что АВ || СЕ (рис. 113). По- 
скольку четырехугольник АВСЕ можно вписать в окруж- 
ность (а именно, в описанную окружность правильного 
пятиугольника), то /А + /ВСЕ = п. Так как /.А = 
— /.В, то /ВСЕ = л — /В. Таким образом, АВ || СЕ, 



А В 

Рис. 113. 


С другой стороны, из условий задачи следует, что 
н 4, поскольку по крайней мере 2 несовпадающие 
прямые параллельны и каждая из них проходит по край- 
ней мере через две точки множества 2. Если бы п = 4 
и точки А, В, С, Т) удовлетворяли условиям задачи, то 
они располагались бы в вершинах трапеции. Но ни одна 
из диагоналей трапеции не параллельна другой прямой, 
заданной двумя ее вершинами. Таким образом, п > 4, и 
из доказанного выше неравенства п ^ 5 следует, что 
п = 5. 

13. Пусть О — центр вписанной и описанной сфер 
тетраэдра АВСй, г и Р — их радиусы. Если О' — точка 
касания вписанной сферы с одной из граней тетраэдра, 
а Р — одна из вершин, принадлежащих этой грани, то, 
применяя к треугольнику ОО'Р теорему Пифагора, по- 
лучаем 0'Р = л/р 2 — г 2 . Таким образом, точка О' рав- 
ноудалена от всех вершин рассматриваемой грани и 
поэтому совпадает с центром описанной окружности 
этой грани. Отсюда также следует, что радиусы описан- 
ных окружностей в сех гра ней тетраэдра равны одной и 
той же величине V Я 2 — г 2 . 


Точка О ' лежит внутри грани, так как О' — точка 
касания грани и вписанной сферы. Кроме того, точка О' 
совпадает с центром описанной окружности грани, по- 
этому все углы грани острые, поскольку они вписаны 
в окружность и опираются на дуги, которые меньше 
половины окружности (рис. 114). 


/7 




Применяя теорему синусов к треугольникам АВС и 

СВО (рис. 115), получаем зіп (/_ВАС) = — - - ВС и 

2 Уя 2 - 

8ІП {/.ВОС) = ^-~== < откуда 5Іп(^ВЛС)=5Іп(^ВПС), 

а значит, и ВАС — ВВС , поскольку оба угла острые. 
Аналогичным образом докажем, что любые 2 внутренних 
угла граней тетраэдра, лежащие против одного и того же 
ребра, равны, то есть ААВС= ^АИС, /1 АСВ= /_АйВ 
/_ АВй = /_ АСО, ^ВАИ= АВСО, /_ С АО = ^ СОВ. 
Пусть а, р, у, 6, е, ц — величины попарно равных углов, 
встречающихся в шести указанных равенствах. Тогда 

а + р + у = л, Р+6 + ц = л, (1) 

у + б+е = л, а + е + ц = л, (2) 

так как сумма внутренних углов любой грани равна л. 

Складывая левые и правые части равенств (1) и от- 
дельно равенств (2), получаем 

а + 2Р + у + б + ц = 2л, а + у + б + 2е + т) = 2л. (3) 

Поскольку правые части равенств (3) равны, то их 
левые части также равны, откуда р = е. Поскольку 
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Р= /.АВС, а е = /ВСБ, то отсюда следует, что тре- 
угольники АВС и ИСВ конгруэнтны (рис. 115). 

Аналогичным образом можно доказать, что любые 
2 грани тетраэдра АВСО также конгруэнтны. 

Примечание. Если центр описанной окружности некото- 
рого треугольника совпадает с центром вписанной окружности, 
то такой треугольник равносторонний. Аналогичное утвержде- 
ние для трехмерного пространства не верно: существуют непра- 
вильные тетраэдры, у которых центр описанной сферы совпа- 
дает с центром вписанной сферы. 

Например, рассмотрим тетраэдр АВСО, где А=(1, а, 0), 3= 
= (— 1, а, 0), С = (0, — а, 1), О = (0, — а, — 1) и а — положи- 
тель ное чис ло, отличное от -\/2 /2. Тогда АВ => 2 и АС =« 
= Ѵ2 + 4а 2 Ф 2. Следовательно, тетраэдр АВСО неправильный. 
Каждая из трех изометрий ( х , у, г) = (х, у, — г). / 2 (х, у, г) =» 
= (— х, у, г), Із(х, у, г) = {г, — у, х) отображает множество 
вершин { А , В, С, О} тетраэдра на себя. Следовательно, при каж- 
дой из изометрий ( с (і=\, 2, 3) центр Р = (г, з, I) описанной 
аферы тетраэдра АВСО переходит в себя. Из /і (Р) = Р полу- 
чаем I = 0, из І 2 ( Р ) — Р — г — 0 и из |і (Р) = Р — 8 = 0, по- 
этому Р = (0, 0, 0). Аналогичным образом можно доказать, что 
Р — центр вписанной сферы тетраэдра АВСО. 

14. Как известно, положительные' числа х, у, г могут 
выражать длины сторон некоторого треугольника в том 
и только в том случае, если каждое из них меньше сум- 
мы двух остальных, то есть если 

х<у + г, у<х + г, г<х + У- (*) 

Неравенство, приведенное в условиях задачи, тожде- 
ственными преобразованиями можно сначала привести 
к виду 

2 (х 2 + У 2 — г 2 ) + * (у 2 + г 2 — х 2 ) + 

+ у (г 2 + х 2 — у 2 ) — 2хуг > 0, 

а затем — к виду 

х 2 у + х?г + У 2 х + у 2 г + г 2 х + г 2 у — х 3 — у 3 — г 3 — 2 хуг > 0. 

С другой стороны, 

{у + г — х){г + х — у)(х + у — г).= 

= х 2 у + х 2 г + у 2 х + у 2 г + г 2 х + г 2 у — х 3 — у 3 — г 3 — 2 хуя. 

Таким образом, неравенство, приведенное в условиях 
задачи, равносильно неравенству 

(у + г — х )(2 + х — у)(х + у — г)> 0. 


11 Зак. 933 
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Следовательно, либо все 3 числа у + г — х, г + х — і 
'■ У> х + У — 2 положительны, либо 2 из них отрица- 
тельны. 

В первом случае мы получаем неравенства (1), по- 
этому числа х, у, г могут выражать длины сторон неко- 
торого треугольника. 

Предположим, что во втором случае отрицательны 
числа у + г — • х и г-\-х — у. Складывая их, получаем 
2г < 0. Полученное противоречие показывает, что вто- 
рой случай представиться не может. 

Примечание. Из доказанного следует, что неравенство? 
приведенное в условиях задачи, равносильно неравенств'ам тре- 
угольника (*). Таким образом, утверждение, обратное утвер- 
ждению задачи, также верно. 

15. Докажем сначала несколько лемм. 

Лемма 1. При г — 1, 2, ... число г\ не делится 
на 2 Г . 

Доказательство. Как известно, число 2 входит 
в разложение числа г\ на простые множители с показа- 
телем степени, равным 

а= И + [«]+[?]+ ••• +И- 


где 2 к ^ г •< 2 к+І . Следовательно, 


а<Л + Л + Л + ... + -Л 
2 4 8 ^ ^ 2 к 



Лемма 2. Если к — нечетное число, а і — натураль- 
ное число, то существует такое целое число 8, что число 
к$ — 1 делится на 2 1 . 

Доказательство. Так как к — нечетное число, то 
его можно представить в виде к= 1 — 2 хш, где ш не- 

которое целое число. Полагая 5=1+ (2щ>) + (2ѵѵ) 2 + . . . 
... + ( 20 +-!, получаем кз = I— (2ѵѵ) 1 , Следовательно,' 
число кз — 1 делится на 2 1 . 

Лемма 3. Если I {х) — многочлен с целочисленными 
коэффициентами и число 3 п + і(п) делится на 2 т + 1 при 
п = ®, 1- 2, . .., то многочлен ѵѵ(х) = {(х) + 2 т обладает 
тем свойством, что наибольший общий делитель чисел 
а п — 3" + ш (п) при п = 0 , 1 , 2, ... равен 2 т . 
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Доказательство. Так как числа 3 ” + /(/г) при 
любом неотрицательном целом п делятся на 2' п+1 , то 
существует такое целое число Ь п , что 3" + \{п) — 2 т + х Ь п . 

Докажем, что наибольший общий делитель чисел а п 
равен некоторой целой степени числа 2. 

Пусть р — простой делитель каждого из чисел а п , где 
п — 0, 1, 2 Достаточно доказать, что р = 2. 

Так как р — делитель всех чисел а п , то, в частности, 
на р делятся числа а о и а р . Следовательно, разность 
а р — а 0 = (З р — 1) + (да(р)=-да(0)) также делится на р. 
Пусть ѵо (х) = со + сіх + ... Н- Сгх г , где с 0 , с и . . . , с, — 
целые числа. Ясно, что число ш(р) — ш(0)=Сір'+’ 
.4- с 2 р 2 + ... с г р г делится на р, поэтому З р — 1 также 
делится на р. Это означает, что р Ф 3. Но тогда из ма- 
лой теоремы Ферма следует, что З р_1 — 1 делится на р 
и поэтому (З р — 1) — (З р_1 — 1) = 2-З р_1 также делится 
на р. Поскольку р фЪ, то мы заключаем отсюда, 
что р = 2. Итак, наибольший общий делитель чисел 
а равен некоторой целой степени числа 2. Кроме 
того, а п — З п + VI) (п) = З л +' !(п) + 2 т = 2 т +'Ь п + 2 т - 
*= 2 т (2Ь п . Следовательно, любое из чисел а п де- 
лится на 2 т и ни одно из них не делится на 2 т+1 , а это и 
означает, что 2 т — наибольший общий делитель чисел а п . 

Переходим теперь к решению задачи. Из леммы 3 
следует, что достаточно найти такой многочлен Цх) с 
целочисленными коэффициентами, при котором каждое 
из чисел 3 ” + /(«), где п — 0, 1, 2 делится на 2 т+1 . 

Пусть І 1 (х) = - {Х ~ 1) ■■: 1 {х ~’ + 1) при і=1, 2 т. 

Тогда /у(л) = (") при л>/ и / ; («) = 0 при я = 0, 1, 
2, . . . , / 1 . 

По формуле бинома Ньютона при т число З п 
можно записать в виде 

3" = (1 + 2)" = 1 + 2 ( " ) + 2 2 ( " ) + ... 

... +2”(»)+ 2 " + '(»; 1 )+ ••• + 2 ’ = 

= 1+2/, (л) + 27 , («)+.,,+ 2 “/„ (л) + 2" +| Л, 

где А — некоторое целое число. 
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Аналогично при п < т справедливо разложение 

3"= (1 + 2) л = 1 + 2 ( " ) + 2 2 ( " ) + ... +2(;)- 

= 1 + 2/і (п) + 2 2 / 2 (п) + ... + 27„ (п) + 

+ 2 + /и+і(«)-ф ... +2 т [ т (п), 
так как /„+,(«) = ... = / т („) = 0 . 

^24Тх)4- 0бРа 9°пг1’ ( ^ ОГО г ЧЛеН ^(^=-(1+2/!^)+’ 
ггД/гДНу ... 2 т [ т (х)) обладает тем свойством что 

ня Ж А°+ е і “к ЧИ « СеЛ 3 " + *(«). г Де л = 0, 1, 2, . . . , делится 
на д .в общем случае коэффициенты многочлена не 
являются целыми числами. 

24 /и ЛеММЫ _і . сл ^ д У ет ’ 4X0 коэффициенты многочлена 
*іг\ х >> г Д е г — 1, 2 т — рациональные числа с не- 

четными знаменателями. Пусть А: — наименьший общий 
знаменатель всех коэффициентов многочлена §(х). 

Тогда § (х) = - , где /г (х) — многочлен с целочислен- 

ными коэффициентами. Число к нечетно. Следовательно 
по лемме 2 существует такое целое число, что кз—І 
делится на 2 т + 1 . 

Докажем, что в качестве многочлена Их) можно 
выбрать многочлен зк(х). Действительно, коэффициенты 
многочлена з/г(х)~ целые числа. Кроме того, при 
п = ѵ, 1 , 2 , .. . числа * 

3 +/(«) = З л -ф ( п ) = З п -ф кз§ ( п ) = 

= ( 3 " + ё (и)) + (кз — 1) • § ( п ) 
дета на 2»+'. так как 3» + е („) н кз-1 делятся 

Якфт/ \ 6 | М от 3 наибольш|) й общий делитель чисел 
і \ {^ч , где п 0, 1, 2, . равен 2 т . Следова- 

тельно, можно считать, что ш(х) = /(х)-ф 2 т . 

ткіпі^ѵ!і Р е “ е “ ие - ^ сли хранителей документов че- 
тыре (л, в, с, Д, то достаточно четырех телефонных 
разговоров: сначала А и В сообщают друг другу содеп- 
жание хранящихся у них документов, и то же самое 
делают С и Д а затем Л и С обмениваются полученными 
сведениями, а В и Д следует их примеру. 

ели число лиц п больше 4, то выделим четырех из 
них и обозначим А, В, С, Д Сначала каждый из л-4 
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остальных лиц сообщает А содержание хранящихся у 
них документов, затем А, В, С и О проводят между со- 
бой 4 разговора (описанных выше) и обмениваются по- 
лученными сведениями. Наконец, каждое из я — 4 лиц, 
не входящих в выбранную нами четверку А, В, С, О, 
звонит А и знакомится с содержанием всех доку- 
ментов. 

Всего потребуется провести ( п — 4)+' 4'+ (л — 4) = 
= 2 л — 4 телефонных разговора, после чего каждое из 
л лиц будет осведомлено о содержании всех документов. 

II решение. Докажем методом математической 
индукции по л, что л лицам (при л ^4) достаточно про- 
вести 2л — 4 телефонных разговора. 

При п — 4 доказательство проводится так же, как в 
I решении. Предположим, что утверждение задачи верно 
при некотором л ^ 4. Докажем, что тогда (л+1) ли- 
цам достаточно провести 2(лД^1) — 4 = 2л — 2 теле- 
фонных разговоров. 

Сначала (л+1)-е лицо звонит первому и сообщает 
тому содержание своих документов. Затем по предполо- 
жению индукции л первых лиц могут провести 2л — 4 
телефонных разговоров и ознакомиться с содержанием 
всех документов. Наконец, (л+1)-е лицо снова звонит 
1-му и получает от того сведения о содержании всех до- 
кументов. 

Общее число всех телефонных разговоров равно 
1+(2л — 4)-)-1 = 2л — 2, и каждое из (л+1) лиц 
осведомлено о содержании всех документов. 

17. I решение. Пусть АВСИЕ — данный выпуклый 
пятиугольник, а А'В'С'О'Е' — такой правильный пяти- 
угольник, что площадь треугольника А'В'С' равна 1. 
Поскольку площади треугольников АВС и АВЕ равны, 
то расстояния от вершин С и Е до прямой АВ также 
равны. Следовательно, СЕ || АВ и аналогично любая 
диагональ пятиугольника АВСОЕ параллельна одной из 
его сторон. 

Для любой тройки точек, не лежащих на одной пря- 
мой, существует аффинное преобразование, переводящее 
ее в любую другую тройку точек, не лежащих на одной 
прямой. Пусть ф — такое аффинное преобразование, 
что ф (Л ) = А', ф (В) = В' и ф(С)=С / . Любое аффин- 
ное преобразование сохраняет отношение площадей. 


Поскольку площади треугольников АВС и ср (Л) <р (В) ф (С)” 
равны, то аффинное преобразование ф сохраняет пло- 
щадь фигур. 

Любое аффинное преобразование сохраняет парал- 
лельность отрезков. Следовательно, ф(С)ф(Я)||ф(Л)ф(В) 
или С ф(^) II А' В'. Но тогда ф (Е)^С'Е' и аналогично 

ф /?! е А^г^? 0Ме того ’ ф(Д)ф(Я)|| Л'С', в силу чего 
(р(0)у(Е)\\ О Е' (рис. 116). 



Если бы ф(Д)^=/) , ) то один из треугольников 
Сф(Я)ф(Я) и СОЕ' целиком находился бы в другом, 
что невозможно, так как площади этих треугольников 
равны. Следовательно, ф (/)) = /)' и аналогично ф(Е) = 
= Е' . Таким образом, аффинное отображение ф перево- 
дит , пятиугольник АВСБЕ в правильный пятиугольник 
А В'С'Б'Е', а поскольку ф сохраняет площади, то пло- 
щади пятиугольников АВС ЭЕ и А'В'С'О'Е' равны. 

Площадь пятиугольника А'В'С'О'Е' нетрудно вычис- 
лить. Площадь треугольника А'В'С' равна 

1 = 4 А' В' • В' С' • 8іп ( г А'В'С') = 1 а 2 зіп ^ , 
где а = А'В' (рис. 117), откуда 
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Расстояние сі от центра правильного пятиугольника О до 
стороны А'В' равно 


« а , Зп 
й== Т^-Го- 


Следовательно, площадь правильного пятиугольника 
А'В'С'О'Е' составляет 


5 1 1 5 о і Ззх 

.-асІ = т а 2 Іётп = 


. 9 Зл 

4с03 То 


3,62. 


II решение. Пусть АВСйЕ — заданный выпуклый 
пятиугольник и Р — точка пересечения отрезков Вй и 
СЕ (рис. 118). По аналогии с предыдущим решением до- 




кажем, что СЕ || АВ и ВИ || АЕ. Следовательно, четырех- 
угольник АВРЕ — параллелограмм и поэтому площади 
треугольников В РЕ и ВАЕ равны 

&ВРЕ — $ВАЕ — 1 • ( 1 ) 


Если высоты двух треугольников равны, то отноше- 
ние их площадей равно отношению оснований. Следо- 
вательно, 


откуда 


$ВРС 

5 ОРС 


ВР 

Ър 


и 


3 ВРЕ 

8 ОРВ 


ВР 

~ОР' 


с 9 

ВРС °ВРЕ 

1 ~ 5 ВРО ^РРЕ 


( 2 ) 
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Поскольку по условиям задачи 

1 = ^всй = ^врс + Зорсі 

1 = ^ЕСВ— $ѴРЕ + $йРС> 

то 

$ВРС = $Е)РЕ' (3) 

Пусть а = 3 В рс ■ Тогда из соотношений (1), (2) и (3) 
получаем 

а 1 

1 — а а ' 

ИЛИ 

а 2 + а — 1 = 0 . ( 4 ) 

Поскольку а > 0 и уравнение (4) имеет лишь один 
положительный корень, то а = у (— 1 + д/б). Таким 
образом, 

^АВСйЕ = $АВЕ + $ВРЕ + 8 ОСЕ + $ВРС =** 

= 3 + а = у(5 + д/б). 

■> 

18. Пусть а, Ь, с — отличные от нуля векторы, па- 
раллельные ребрам заданного трехгранного угла. Ясно, 

что любые два из векторов а, Ъ, с не параллельны Из 
условий задачи следует, что по крайней- мере два из 

чисел Я = Ьс, ц, — са, ѵ = аЬ отличны от нуля, по- 
скольку не более двух векторов из а, Ь, с ортогональны. 
Но тогда векторы 

-> -> -> -> -> -> 
г = Ха — цЬ, 8=\хЬ — \с, ( = \с — Ха (1) 

отличны от нуля^Из соотношений (1) получаем г +1=^ 
или векторы г, в, і параллельны одной и той же плос» 
кости. Кроме того, гс = Хас — \хЬс = Яр — р,Я = 0, 
то есть векторы г и с ортогональны. Аналогичным об- 
разом можно доказать, что $ _1_ а, і ±%. 

Таким образом, ^грямая, лежащая в плоскости, парал- 
лельной векторам а и б, и перпендикулярная ребру, па- 
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раллельному вектору с, по направлению совпадает с 

вектором г. Аналогичным образом можно доказать, что 
остальные две прямые, о которых говорится в задаче, 

параллельны векторам 5 и і. 

Итак, мы доказали, что векторы г, 5 , і параллельны 
одной и той же плоскости. Каждая из прямых, упоми- 
наемых в условиях задачи, параллельна одному из этих 
векторов, и все 3 прямые пересекаются в одной точке. 
Следовательно, все 3 прямые лежат в одной плоскости. 

19. Плоскость, делящая пополам двугранный угол, 
является плоскостью его симметрии. Следовательно, 
образ В' вершины В при отражении относительно любой 
из плоскостей, делящих пополам двугранные углы при 
ребрах АВ, ВС и СА, лежит в плоскости АВС. Это озна- 
чает, что если Р — ортогональная проекция вершины О 
на одну из плоскостей, делящих пополам двугранные 
углы, то точка Р — середина отрезка ВО'. Таким’образом, 
Р — образ точки О' при гомотетии ср с центром в точке 
О и коэффициентом У 2 . Следовательно, ортогональные 
проекции точки Р на все три плоскости, делящие попо- 
лам двугранные ^углы при ребрах АВ, ВС и СВ, распо- 
ложены в одной плоскости, которая служит образом 
плоскости АВС при гомотетии ср. 

20. Докажем сначала следующую лемму. 

Лемма 1. Отрезок, соединяющий соответственные 

точки деления противоположных сторон выпуклого че- 
тырехугольника АВСВ, о котором говорится в задаче, 
пересекается с отрезками, соединяющими соответствен- 
ные точки деления двух других сторон четырехуголь- 
ника, в точках, делящих этот отрезок на 3 равные 
части. 

Доказательство. Пусть точки 5, 2, №, Р делят 
стороны АВ, ВС, ВС, АВ заданного четырехугольника 
АВСВ в отношении 1 :2 (рис. 119) и Е — точка пересе- 
чения отрезков Р2 и 5 И 7 . Достаточно доказать, что точ- 
ка Е делит каждый из этих отрезков в отношении 1 : 2. 

Поскольку 

АВ = А8 1 
АО АВ ~ 3 ’ 
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то по теореме, обратной теореме об отношении отрезков, 
высекаемых на сторонах угла параллельными прямыми, 
получаем, что || ОВ. Следовательно, треугольники 



АВЗ и АБВ подобны и коэффициент подобия равен </з. 
откуда 


Д5 1 

№ = Т' 

Аналогичным образом из равенства отношений 
СГ ^ С 2 2 

ей ~ св — Т 


( 1 ) 


заключаем, что 4/2 || ВВ, в силу чего треугольник С4'2 
подобен треугольнику 'СВВ и коэффициент подобия ра- 
вен 2 : 3. Йо тогда 


ж.2 2 

йв ~ з ‘ 


( 2 ) 


Из соотношений (1) и (2) получаем 

1 

Ж 2 — 2 • 

Кроме того, #5|| 4/2. Следовательно, треугольники 
НЕЕ и 24/Е подобны д коэффициентом подобия 1 : 2. 
Отсюда в частности следует, что 

КЕ 8Е 1 


Итак, лемма 1 доказана. Приступаем к решению 
задачи. Пусть точки Я, в е АП, Г, Р<=ЦС, С?, 1<=ВС, 
5, Н бЛВ делят каждый из отрезков Ай, ЯС, ВС ] АВ 
на 3 равные части (рис. 120), По доказанной выше 
лемме точки Е, V <= Я2, Т, Ре= 0(), Е, Т е= ѴРЗ, Р, С е= 
еЯР также делят каждый из отрезков Я2, Оф, №5, 
НР на 3 равные части. 



I решение. Так как ЯЕ = ЕС, ТЕ = ЕЕ, то по 
теореме, обратной теореме об отношениях отрезков, вы- 
секаемых на сторонах угла параллельными прямыми, 
мы заключаем, что ЯЗ\\ТС. Следовательно, треуголь- 
ники ЕЯЗ и ЕТС конгруэнтны и Р5 = ТС. 

Доказывая лемму 1, мы установили, что ЯЗ 1| СВ 
и Р5 = 7з СВ. Аналогичным образом можно дока- 
зать, что Р(2 || О В и Р<Э = Уз СР. Следовательно, 
ТС || Р5 || СВ || Р(2 и 


РСі = ЯЗ = ТС = ~СВ. (3) 

Опустив в треугольниках 

АР5, ЕЯЗ, ЕТС, РТС, РРС , ), СРС 2 (4) 

высоты на основания Р'5, ТС, РС}, заметим, что сумма 
этих высот равна сумме высот к' и к" треугольников 
АВС и СВС, построенных на основании СВ. Поскольку 
основания треугольников (4) равны (в силу соотноше- 
ния (3) каждое из них составляет Ч 3 СВ), то сумма 
площадей этих треугольников, или сумма площадей 
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четырехугольников АРЕЗ, ЕТРЕІ, РРСО, равна половине 
произведения */з ИВ и суммы их высот, или 


4 {к' + к") .1 ОВ = | (4- Л' • ОБ + ± к" • ИВ) - 



II решение. Пусть 5* (й = 1,2 9) площадь че- 

тырехугольника с номером к (рис. 121), а 5 — площадь 
заданного четырехугольника АВСй. 

Докажем еще одну лемму. 

Лемма 2. Если выпуклый четырехугольник КЕМЫ 
разделен прямыми, проходящими через середины про- 
тивоположных сторон, на четыре четырехугольника, то 
сумма площадей двух четырехугольников, содержащих 
вершины К и М, равна сумме площадей двух остальных 
четырехугольников. 





Рис. 121. 


Рис. 122. 


Доказательство. Пусть Р, О, Р, 8 — середины 
сторон КЬ, ЕМ, МЫ, ЫК и О — точка пересечения пря- 
мых РР и (рис. 122). Тогда РО || КМ || ЗР и 

РЗ || ЕЫ || ОР, в силу чего четырехугольник РОРЗ — па- 
раллелограмм. Следовательно, площади треугольников 
ОР(3, ОС}Р, ОЗР и ОРЗ равны: , 



( 5 ) 


Поскольку треугольник КЗР подобен треугольнику 
КЕЫ с коэффициентом подобия ’/г, то отношение площа- 
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дей этих треугольников равно У 4 . Аналогичным обра- 
зом выводим остальные равенства. 

5 ІР(3 = -і- 8 1км , 

5 нор = 8 МШ , З МК5 = — 8ц МК . (6) 


и 


Из соотношений (6) получаем 

$кр8 + 8 М( = — З КІ и + 8 М1Ы = 8 КШ ц 
8грг, + 8 ЫК$ = З кш + 8 ЫМК = і - 5 КІМѴ . 


Чр<? 

Следовательно, 


^>ЯР5 + ^М(5Р — •З/.ро + (7) 

Из соотношения (5) получаем 

^05Р + $оізд — $орсі + Зоя 5* (8) 

Складывая отдельно правые и левые части равенств (7) 
и (8), приходим к утверждению леммы. Итак, лемма 2 
доказана. 

Из лемм 1 и 2 следует, что 


«1 + 5 5 = 5 2 + 5 4 , (9) 

5 3 + $5 = $2 + $6> (10) 

5 5 + 5 7 = 5 4 + 5 8 , (П) 

«5 + 59 = 56 + $8- (12) 

Складывая равенства (9) и (12), а также (10) и 
(11), получаем 

5 1 + 255 + 5д = 5 2 + $ 4 + 5 6 + $8, 

$3 + 2$5 + $ 7 = $2 + $ 4 + $ 6 +$ 8 , ( 13 ) 

откуда 

$1 + 5д = $з + 3 7 . (14) 


Таким образом, из равенства (13) следует, что 

5 3 + $5 + $ 7 = $ 2 + $4 + $6 + $ 8 — 5 5 = 

= >5 («і + $з + 5 5 + 5 7 + 5 9 ) — $ 5 = 

= ^ ( 5 1 + 5 5 ~Ь 5 э ) — («3 + $ 5 + $ 7 ), 
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или с учетом равенства (14) 


Итак, 

или 


$3 + 5 б + «7 *= 5 — 2 ($3 + 5 5 + $ 7 ). 
3 («з + 5 5 + $ 7 ) = 5, 

$3 + $5 + $ 7 = у 5. 


Примечание. Аналогичное утверждение остается 
в силе и в том случае, когда стороны четырехугольника 
АВСй разделены на п частей, где п > 3. В этом случае 
сумма четырехугольников, расположенных на диагонали 

четырехугольника АВСИ, равна ~ В АВСо . 

21. Пусть число дам, присутствовавших на балу, 

равно п, тогда число кавалеров равно 42 — п. Дама 
с номером к танцевала с к 6 кавале- 

рами. Следовательно, дама с номером п танцевала 
с п + 6 кавалерами. Поскольку по условиям задачи это 
были все кавалеры, присутствовавшие на балу, то 
42 — п = п + 6. Решая это уравнение, получаем п= 18. 
Следовательно, среди танцевавших на балу было 18 дам 
и 42 — 18 = 24 кавалера. 

22. Из условий задачи следует, что угол КАЬ — ту- 
пой. Выберем систему координат так, чтобы точки К , V 
и А имели следующие координаты: К = ( — а, 0), Ь = 
= (6,0), А — (0, — с), где а, Ь, с — некоторые положи- 
тельные числа (рис. 123). Вычислим координаты то- 
чек В, С и М. 

Вершина В лежит на прямой, проходящей через 
точку К и^ перпендикулярной прямой А К. Уравнение 
этой прямой имеет вид ах — су а 2 = 0. Кроме того, 


или {х-\- а ) 2 -р у 2 = 3(а 2 ^ с 2 ). Решая систему этих 
уравнений, находим координаты точки б: б = (сд/з — а, 
а Уз). 
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Вершина С лежит на прямой, проходящей через 
точку Е и перпендикулярной прямой АЬ, Уравнение 



Рис. 123. 


этой прямой имеет вид Ъх + су — Ь 1 2 «я 0, Кроме того, 



или (х — Ь) 2 4* у 3 *=я 7з {Ь 2 4" с 2 ). Решая систему этих 
уравнений, находим координаты точки 



Поскольку точка М лежит на отрезке ВС и ВМ =*, 
= ЗуИС, то 

М=1в + |с-(і(36-а),^(а + 6)). 

Нетрудно проверить, что КМ 1 МЬ и КМ/МЬ =» д/3 =« 
*= ^ , из чего и следует утверждение задачи Ц 

23. Докажем утверждение задачи методом матема- 
тической индукции по числу шаров іу, 

Утверждение. Если ѳ пространстве задана фи- 
гура Р объемом V, содержащаяся в объединении N 

1 Читателю предоставляется возможность найти чисто геометри- 

ческое решение. — Прим, ред. 
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открытых шаров В\, В 2 , . Вы, то существует такое под- 
мнджество шаров В іх , Ві 2 , . . ., Ві г , что входящие в него 
шары попарно не пересекаются, а сумма их объемов 
больше V. 

Доказательство. При N — 1 утверждение оче- 
видно. Шар В\ содержит фигуру Р объемом V. Следова- 
тельно, объем шара Ві не меньше V и поэтому больше 



Предположим, что утверждение верно при некото- 
ром натуральном числе N. Докажем, что тогда оно вы- 
полняется и при числе открытых шаров, равном 
N+ 1. 

Итак, пусть фигура Р объемом V содержится в объ- 
единении шаров Ві, В 2 , ..., Вы+\. Пе ограничивая общ- 
ности, можно предположить, что объем Ѵы+\ шара Вы+і 
не меньше объема каждого из остальных шаров. Пусть 
В' — шар, центр которого совпадает с центром шара 
Вы+і, а радиус равен Зг, где г — радиус шара Вы+і . Тогда 
объем V' шара В' равен 27Ѵы+і. Пусть Ѵ 0 — объем тела 
Р 0 = Р\В'. Поскольку фигура Р о и шар В' не имеют 
общих точек, а Р содержится в объединении Ро и В', то 
Ѵ^Ѵ 0 + 27Ѵы+і. 

Любая точка фигуры Р 0 принадлежит по крайней 
мере одному из шаров В і, В 2 , ..., Вы- Не уменьшая 
общности, можно предположить, что при некотором к, 
удовлетворяющем неравенству 0 ^ к ^ Ы, каждый из 

шаров В\, В 2 Вь имеет общую точку с фигурой Р 0 , 

а каждый из шаров Вь+і, Вь+ ч, .... Вы не пересекается 
с Р 0 . Тогда Ро содержится в объединении шаров В и 
В 2 , . . . , Вк- 

Расстояние от центра шара Вы+і до любой точки 
тела Ро не меньше Зг, поэтому расстояние от любой 
точки щара Вы+і ДО любой точки тела Р о не меньше 2 г. 
Диаметр любого из шаров В\, В 2 , . .. , Вк не больше 
диаметра шара Вы+ ь то есть 2г. Следовательно, любой 
из шаров Вь В 2 , ..., Вк не пересекается с шаром Вы+і. 
Число шаров Ві, В 2 , ..., Вк не больше N. Следова- 
тедьно, по предположению индукции существует такое 
подмножество _Вг 1 , В» 2 , ..., В, г множества шаров Ві, 
В 2 , .... В к, что все шары, принадлежащие этому под- 
множеству, попарно не пересекаются, а сумма их объ- 
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емов больше Ѵ 0 , то есть больше -^г V ■ 


27 


Л7+1- 


По- 


скольку шар В лч-і не пересекается ни с одним из шаров 
В ь В 2 , .... В к , то шары В і{ , В І2 , .... В іг , В ы+1 тем 
более попарно не пересекаются и сумма их объемов 


больше 


~~ ^ лг + і ) + ѵ ы+і — 


24. Соединив точку касания сферы и любой из гра- 
ней многогранника со всеми вершинами, принадлежа- 
щими этой грани, получим разбиение грани в сумму не- 
перекрывающихся треугольников, одна из вершин кото- 
рых совпадает с точкой касания грани и сферы, а две 
остальные — с вершинами многогранника, принадлежа- 
щими рассматриваемой грани. Треугольники РАВ и 
ОАВ, расположенные в различных гранях многогран- 
ника и имеющие общую сторону АВ — ребро многогран- 
ника, раскрашены в различные цвета. Докажем, что их 
площади равны. 

Плоскость я, проходящая через центр сферы и точки 
касания Р и <2 сферы с гранями многогранника, пер- 
пендикулярна плоскостям, содержащим треугольники 
РАВ и ОАВ. Следовательно, плоскость я перпендику- 
лярна прямой АВ. 

Пусть прямая АВ пересекается с плоскостью я 
в точке С. Тогда СР = С<2, поскольку отрезки касатель- 
ных к сфере, проведенные из одной и той же точки, 
равны. Кроме того, из определения точки С следует, что 
СР _1_ АВ и С(3_1_ЛВ, то есть отрезки СР и СО — вы- 
соты треугольников АВР и ЛВС?. Так как эти треуголь- 
ники имеют общее основание, то их площади равны. 

Все грани многогранника можно разбить указанным 
образом на треугольники. При #том каждому треуголь- 
нику, окрашенному в один цвет, поставлен во взаимно- 
однозначное соответствие треугольник равной площади, 
окрашенный в другой цвет. Тем самым утверждение 
задачи доказано. 

25. Начнем с доказательства леммы. 

Лемма. Если (( х ) и §{х ) — многочлены одной и той 
же степени с целочисленными коэффициентами и при 
любом натуральном п число §{п) делится на [( п ), то 
существует такое целое число с, что §{х) =.с[(х). 
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Доказательство. По условиям леммы для каж* 
дого натурального числа п существует такое целое 
число а„, что §(п) -= а„/(п). Пусть степень много* 
члена § не выше степени многочлена /, равной г. Тогда 


/ ( х ) — /о + І\Х + >.і + / г _ іХ г ~ 1 + [ г х г , 
&(*) = ё'о + §і* + ... + ёУ_і* г “' 1 + д г х г , 


где /40 и 


ШУ _ А , Л 

га '" « г „'■-1 


/г-. 


откуда Дт — / г . Аналогичным образом докажем, 
ЧТ0 = Поскольк У /г 4= 0, то из равенства 

5- («) /(га) 

га' 


следует, что последовательность {а„} стремится к числу 
§г/[г- 

Члены последовательности {а п } — целые числа, а та- 
кая последовательность сходится в том и только в том 
случае, если, начиная с некоторого номера, все члены 
ее постоянны. 


Итак, существует такое натуральное число N что 
а п — с при всех п > N. Тогда при всех п > N выпол- 
няется равенство $(л) = с/(п). Оно означает, что лю< 
бое натуральное число п > N является корнем много* 
члена §(х) с{(х). Но любой многочлен, не равный 

тождественно нулю, имеет лишь конечное число корней. 
Следовательно, многочлен § (х) — с/ (х) тождественно ра< 
вен нулю, или §(х) = с}(х), что и требовалось доказать. 

По доказанной лемме либо степени многочленов / 
и д равны (при с =4 0), либо ^ — многочлен, тожде- 
ственно равный нулю (при с = 0). Следовательно, до- 
статочно рассмотреть случай, когда ^-многочлен 
большей степени, чем 

Пусть Ни г частное и остаток от деления много- 
члена § на /, Тогда 
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§ — Ы + г, 


(О 


причем степень многочлена г меньше степени много- 
члена /. 

Коэффициенты многочленов к и г рациональны. 
Пусть а — наименьший общий знаменатель коэффициен- 
тов обоих многочленов к и г. Тогда коэффициенты мно- 
гочленов Н = ак и К. — аг — целые числа, и, умножая 
обе части равенства (1) на а, получаем 

а ё =Щ + Я. (2) 

Следовательно, а§ — также многочлен с целочисленными 
коэффициентами. 

Ясно, что при любом натуральном п число а§(п) 
делится на !(п). Из соотношения (2) видно, что на 
число !(п) число Я{п)= а§(п) — Н(п) -Цп) делится 
при п— 1, 2, ... Поскольку степень многочлена Я, рав- 
ная степени многочлена г, меньше степени многочлена /, 
то из замечания, приведенного в начале решения, сле- 
дует, что многочлен Я — аг тождественно равен нулю. 
Таким образом, многочлен г также тождественно равен 
нулю, и из соотношения (1) мы получаем, что & = 

Покажем на примере, что коэффициенты много- 
члена к могут не быть целыми числами. Пусть Цх) — 2, 
д(х) = х 2 -\-х. При любом целом п число @(п) = 
= п(п-\- 1) четно, поскольку одно из чисел пи (п+1) 
четно. Следовательно, число §{п) делится на !(п)— 2 
при п= 1, 2, ... .Но коэффициенты многочлена к(х) = 

= = -і- х 2 + 4- х, очевидно, нецелые. 

26. Кратчайшим маршрутом между двумя точками 
на поверхности сферы служит дуга окружности боль- 
шого круга, проходящего через эти точки и центр зем- 
ного шара. Следовательно, самолет летит по дуге окруж- 
ности большого круга, проходящего через Осло. Так как 
из Осло самолет держит курс на запад, то Осло яв- 
ляется самой северной точкой окружности этого боль- 
шого круга. Длина окружности большого круга равна 
іІОООО км, а разность долгот Осло и города X состав- 
ляет 90°. Значит, город X расположен на экваторе 
в точке, лежащей под 79° 17' западной долготы. Взяв 
карту, читатель сможет без труда убедиться в том, что 
дишь один город вблизи указанной точки обладает 
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аэродромом, способным принять самолет из Осло. Это 
столица Эквадора — город Кито. 

учесть > что маршрут самолета пролегает не по 
самой поверхности Земли, а на высоте около 10 км, то 
расстояние, преодоленное самолетом за время пути, со- 
ставит I [2я (Я + 10)] =1 2пР> + 5я = 10 000 + 19 ’ км, 
где Я — радиус Земли. 

• имечание - Решение задачи не зависит от широты на 
Р , и „Р аспол °п <ен Осло. Если бы самолет отправился в путь 
Т0ЧКИ Землн С западной долготой 10° 43, а все осталь- 

около У 10°000 Я км аД п ЧИ сох Р ашілись бы прежними, то, преодолев 
около 10 000 км, он все равно приземлился бы в Кито. 

мых ? ЛГ и 6 ДЛ ние ' Пусть Е ~ точка пересечения пря- 
ых /1С и ВО, а Е — точка пересечения прямых А'С' 



Рис. 124. 


и ВЪ' (рис. 124)'. Поскольку точки А', В', С , О' полу- 
чены при параллельном проектировании точек А В 

А'Г’' т ° п? 0екциями прямых АС и ВО служат прямые 
ас и В О , в силу чего Е' — проекция точки Е. 
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Следовательно, 

АА'\\ВВ'\\СС'\\00'\\ЕЕ'. (1) 


Таким образом, прямые АА' и СС' параллельны плоско- 
сти ВВ'О'О. Пусть Н\ и Н 2 — расстояния от этих прямых 
до плоскости ВВ'О'О. 

Тетраэдр АВСО' можно рассматривать как сумму 
тетраэдров АВО'Е и СВО'Е. Если считать, что осно- 
ванием тетраэдров АВО'Е и СВО'Е служит треуголь- 
ник ВО'Е , то объем каждого из них можно записать 
в виде 


ѵ АВй'Е — 8 В п’Е’ ѴсВй'Е 3 ^^во'Е- 


Итак, объем тетраэдра АВСО' равен 

V леей' — у (Лі + Л 2 ) Е В0 ' Е . (2) 

Тетраэдр А'В'С'О также можно рассматривать как 
сумму тетраэдров А'В'ОЕ' и С'В'ОЕ'. Его объем равен 

Ѵа'в'О'о = -у (Лі + й 2 ) 8 В 'ое'- (^) 

Из еоотношений (2) и (3) следует, что исходная за- 



дача сводится к доказательству равенства площадей 
треугольников ВО'Е и В'ОЕ': 

Ввй'Е — Св'ОЕ'- ( 4 ) 

' Поскольку ВВ'ЦОО' (см. соотношения (1)), то 
ВВ'О'О — трапеция с основаниями ВВ' и 00' и пря- 
мая ЕЕ' параллельна основаниям (рис. 125). Если Н 3 
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и пХГ расстояния от прямой ЕЕ' ДО прямых 
и об , то 

5 оп' в = Т 0В ' * $оо'Е — 4 ГШ' • 


ВВ* 


откуда 

1 

^во'в — $оіУе ~ " о - ДВУ • /г 3 . 

Доказав при помощи аналогичных рассуждений, что 
^в'оя' = "2" • Л 3 , 


получим равенство (4), 


Прямвчанив. Все рассуждения и рис. 124 и 125 относи-* 
тись к тому случаю, когда четырехугольник АВСй выпуклый 
и в сл У чае невьшуклого четырехугольника доказательство’ 
утверждения задачи проводится аналогично. 


28. Пусть сферический сегмент соответствует цент- 
ральному углу а (по условиям задачи 0 < а < л ) 
ар — любой угол, удовлетворяющий неравенству 0 <’ 
<- Р ^ а - Рассмотрим прямую пирамиду ОАВСБ осно- 
ванием которой служит квадрат АВСБ, вписанный в за- 
данный сферический сегмент, вершина О совмещена 

С /длл> Тр °а / Сферь І’^, от К0Т °Р° Й отсечен сегмент, и 
/ІАОС — р (рис. 126). Пусть /.АОБ = у, Р и О — се- 
редины отрезков АО и АС. 

Нетрудно видеть, что 

Л<Э = ЛР У2, 

А? = АО зіп (Д ЛОР) = АО зіп-У 


А<2 = АО зіп (А АОО) = АО зіп |- , 
в силу чего 

8ІП Т = Ѵ2 5ш-|. (!) 

Если Р радиус сферы, от которой отсечен сегмент 
то расстояния между точками Л и С, В и В на сегменте 
равны Рр, а расстояния между точками Л и В В я С 
С и I), Б и Л равны Ру, ’ 
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Если существует иэометрия ф, отображающая сфе- 
рический сегмент на некоторое подмножество плоскости, 
то ф (Л) ф (В) ф (С) ф (В) — такой четырехугольник на пло- 
скости, для которого ф(Л)ф(В) = ф(В)ф(С)==ф(С)ф(0)= ! 
= ф (В) ф (Л) — Яу. Следовательно, ф(Л)ф(В)ф(С)ф(В) — 
ромб. Поскольку диагонали ф(Л)ф(С) и ф(В)ф(В) 



равны то _ф (Л) ф (В) ф (С) ф (О) — квадрат и поэтому 
ф(Л)ф(С) = У2ф(Л)ф(В), или 

^ = Ѵ2у. (2) 

Из соотношений (!) и (2) следует, что зіп-| = 


= л/2зіп — ^ для любого угла р, удовлетворяющего 
ѵ 2 Ѵ2 

неравенству 0 < р < а. В частности, подставляя вместо р 
угол —^= , получаем зіп ^ - = Ѵ2 біп -О- . Сравнивая 

два последних равенства, находим зіп = 2 зіп -&■ . 
С другой стороны, зіп |-=2 зіп-| соз поэтому соз -|-=1, 
что невозможно, поскольку 0 < . 
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Полученное противоречие доказывает, что изомет- 
рия ер, которая бы отображала сферический сегмент на 
некоторое подмножество плоскости, не существуй. 

29. Пусть 5 и Г — концентрические окружности. До- 
кажем, что точки касания окружностей К\ и Кг, Кг 
и Аз и так далее равноудалены от общего центра О 
окружностей 5и Г. 

Пусть Аі (і =1,2,...) — точки касания окружностей 
Л* и 1, Ві — точки касания окружностей Кі и Кш, Сі — 
точки касания окружностей Кі и 5, О,- — центры окруж- 
ностей Кі, г и К — радиусы окружностей Т и 5 (рис. 127), 



Тогда радиус окружности Кі равен -і- А І С І = — (^_ Л ) 

то есть радиусы всех окружностей Ки К 2 , Л равны’ 
Следовательно точка Д, совпадает с серединой отрезка 
іЛ-СЛч-і и угол ОВіОі прямой. По теореме Пифагора на- 
ходим 

° в ~і = 00 і ОіВі = ( 00 і + ОіВі) {00 і — ОіВі) =х 

= + о, С*) (00,- — 0,Л<) = ОСі • ОЛ* = /?г. 

Это означает, что ОД, = ОД 2 = ... =^Тг, поэтому 
точки Ді, Д 2 , ... равноудалены от точки О. 

Предположим теперь, что окружности 5 и Т не кон- 
центрические. Поскольку окружность Т лежит внутри 
окружности 5, то существует такая окружность К, что 
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инверсия ф относительно нее отображает окружности 5 
и Г на концентрические окружности и центр Р окруж- 
ности К лежит вне окружности 5 '. 

Инверсия ф представляет собой взаимно-однознач- 
ное отображение множества точек плоскости, из которых 
выколота точка Р, и любую окружность, не содержа- 
щую точку Р, переводит в некоторую окружность, также 
не содержащую точку Р. Отображением, обратным инвер- 
сии ф, служит сама инверсия ф, то есть ф(ф(Л)) = Л 
для любой точки А, отличной от Р. 

Итак, окружности 5' = ф(5) и Т' — ц(Т) концентри- 
ческие, а окружности Ки Къ, ••• касаются окружностей 
$ и Г и переходят при инверсии ф в окружности 

Ки К'і касающиеся окружностей 5' и Т'. При этом 

окружность 5' содержит окружность Т', а точка Р ле- 
жит вне окружности 5'. Кроме того, окружность К\ ка- 
сается окружности Кь окружность Кі — окружности /<з 
и так далее. Поскольку 5' и Г — концентрические окруж- 
ности, то из рассмотренного в начале решения примера 


1 Относительно инверсии см., например, книгу Р. Куранта и 
Г. Роббинса «Что такое математика» (М. — Л., ГИТТЛ, 1947, гл. 111, 
§ 4). Точку Р следует взять вне 5 на линии центров окружностей 5 
и Т, радиус окружности К можно выбрать произвольно, например 
пусть он равен единице. Поместив начало системы координат в точ- 
ку Р, направим ось ОХ вдоль линии центров окружностей 5 и Т 
по направлению к этим окружностям. Тогда точки пересечения ОХ 
с 5 и Т имеют абсциссы 

х, х + 2Р, х + а, х + а + 2г, 

где х > 0, а > 0 и Ь = 2Р — а — 2г > 0. Выбирая Р с нужной 
стороны 5, можно считать, что а < Ь. 

После инверсии <р образы этих точек будут по-прежнему лежать 
на ОХ и иметь абсциссы 

1 1 1 1 
х ’ X + 2Р’ х + а’ х + а + 2г 

Окружности ф(5) и <р(Г) будут концентричными, если выполняется 
равенство 

1 1 ^ 1 ! (1) 

х х + а х + а + 2г х + 2/? 

ИЛИ 

а (х + а + 2г) (х + 2 Р) = х (х + а) 6. (2) 

При х = 0 левая часть больше правой, при х большом положитель- 
ном правая часть больше левой, так как Ь > а. Следовательно, 
квадратное уравнение (2) имеет положительный корень х и при том 
же х выполняется (1). — Прим. ред. 
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следует, что точки касания окружностей К'\ и Кі, 
и Аз и так далее лежат на некоторой окружности' I/ 
расположенной внутри 8'. Следовательно, точка Р не 
принадлежит окружности Ь' и ф (//)_ окружность. 

Выполнив инверсию ф еще раз, мы убедимся в том 
что точки касания окружностей у(К'і) = К 1 и у(К' 2 ) = К 2 , 

Ф(Д 2 ) — Д 2 и <р(Дз) = /Сз и хак д аЛ ее лежат на неко- 
торой окружности ф (//). 

30. Пусть Р и Р 2 , . .., Р 6 — заданные точки. В каж- 
дом из треугольников Р { Р,Р к выкрасим наименьшую 
сторону в красный цвет. В результате этой операции 
одни отрезки Р Г Р 3 станут красными, а другие по-преж- 
нему будут нераскрашенными. 

Достаточно доказать, что существует треугольник 
с вершинами в заданных точках и тремя красными сто- 
ронами. Действительно, наибольшая сторона такого тре- 
угольника одновременно является наименьшей стороной 
другого треугольника, поскольку она выкрашена в крас- 
ный цвет. Из каждой заданной точки выходят 5 отрез- 
ков, соединяющих ее с остальными заданными точками. 
Следовательно, либо по крайней мере 3 из этих отрез- 
ков выкрашены в красный цвет, либо по крайней мере 
3 отрезка остались невыкрашенными. 

Если из точки Р х выходят по крайней мере 3 от- 
резка, выкрашенных в красный цвет (например, от- 
резки Р,/> 2 , РіР 3 , РіРі), то в треугольнике Р 2 Р 3 Р 4 , обра- 
зованном другими концами этих отрезков, по крайней 
мере одна из сторон (наименьшая) выкрашена в крас- 
ный цвет. Пусть, например, это будет отрезок Р 2 Р 3 , 
Тогда в треугольнике Р\Р 2 Р 3 все стороны окажутся вы- 
крашенными в красный цвет. 

Если же из точки Р\ выходят по крайней мере 3 от- 
резка, не выкрашенных в красный цвет (например, от- 
резки Р г Р 2 Р,Р 3 Р 1Р4) > то рассмотрим треугольники 
Р\Р з^ 4 . В каждом из них по крайней 
мере одна из сторон выкрашена в красный цвет, но эта 
сторона не содержит вершины Р\. Следовательно, от- 
резки Р 2 Рз, Р2Р4, Р3Р4 выкрашены в красный цвет, то 
есть все стороны треугольника Р 2 Р 3 Р 4 красные. 

Примечание. В приведенном выше решении осталось не- 
использованным предположение 9 том, что заданные точки ле- 
жат в одной плоскости. 
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Ордена Трудового Красного Знамени 
Ленинградская типография № 2 
имени Евгении Соколовой 
Союзполиграфпрома при Государственном 
комитете Совета Министров СССР 
по делам издательств, полиграфии 
и книжной торговли. 198052, Ленинград, Л 52, 
Измайловский проспект 29. 


Редакция 

научно-популярной 
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научно-фантастической 

литературы 

издательства «Мир» 
в серии 

«Задачи и олимпиады» 
выпустила следующие книги: 

1976 г. 

Ч. Три гг. Задачи с изюминкой. Перевод с ан- 
глийского. 


1977 г. 

Й. Кюршак, Д. Ней комм, Д. X а й о ш, 
Я. Ш уран и. Венгерские математические олим- 
пиады. Перевод с венгерского. 

Избранные задачи, из журнала «Ашегісап 
Маійетаіісаі МопШІу». Перевод с английского. 

В 1978 г. серия 
«Задачи и олимпиады» 
пополнится книгой 

Ст. Страшевич, Е. Бровкин. Польские 
математические олимпиады. Перевод е польского. 


Дж. 

глийского, 


В 1979 г. 
редакция 

научно-популярной 
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научно-фантастической 
литературы 
издательства «Мир» 

в серии 

«Задачи и олимпиады» 

ПРЕДПОЛАГАЕТ 

ВЫПУСТИТЬ 

КНИГУ 

О к е р, .Физика в задачах. Перевод с № 


Редакция 

научно-популярной 
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научно-фантастической 

литературы 

издательства «Мир» 

в серии 

«Занимательная математика» 

ВЫПУСТИЛА СЛЕДУЮЩИЕ КНИГИ: 

1971 г. 

М. Гарднер. Математические головоломки и 
развлечения. Перевод с английского. 

1972 г. 

М. Гарднер. Математические досуги. Пере-' 
вод с английского. 

1973 г. 

Л. Кэррол. История с узелками. Перевод 
с английского. 


1974 г. 

М. Гарднер. Математические новеллы. Пе- 
ревод с английского. 

С. Голом б. Полимино. Перевод с англий- 
ского. 

Г. Штейнгауз. Задачи и размышления. Пе- 
ревод с польского. 


1975 г. 

Д. Бизам, Я. Герце г. Игра и логика. Пере- 
вод с венгерского. 

Г. Дью дени, 520 головоломок. Перевод а 
английского. 

1976 г. 

Э. Эбботт. Флатландия. Перевод с англий- 
ского. Д. Бюргер. Сферландия. Перевод с гол- 
ландского. 

1977 г. 

Г. Линдгрен, Занимательные задачи на 
разрезание. Перевод с английского. 

В 1978 г. 

серия 

«Занимательная математика» 
пополнится 

КНИГАМИ 

С т. Барр. Россыпи головоломок. Перевод 
с английского. 

Д. Бизам, Я. Герце г. Многоцветная логика. 

Перевод с венгерского. 

В 1979 г. 

в серии 

«Занимательная математика» 
ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ 
ВЫПУСТИТЬ 

КНИГУ 

Г. Дьюдени. Кентерберийские головоломки. 
Перевод с английского;' 
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